Eigenschaften von bestimmten Integralen

b
1. Das bestimmte Integral {f(x)dx einer in [a,b] integrierbaren Funktion f ist nur vom

Integranden f(x) und den Grenzen a, b abhingig und nicht von der Integrationsvariablen x.

Satz:
Die Funktion f sei auf dem Intervall [a,b] integrierbar. Dann gilt:

b b b
[f)dx =[f(2)dz = | f(t)dt

2. Vertauscht man die Integrationsgrenzen a und b, so wechselt das Integral das Vorzeichen.

Satz:
Die Funktion f sei auf dem Intervall [a, b] integrierbar. Dann gilt:

b a
[ /() dx = — [ f(x) dx
a b

3. Das bestimmte Integral mit gleicher oberer und unterer Grenze hat den Wert Null.

Satz:

ff(x)dx:O

347

Berechnung des bestimmten Integrals mit Hilfe einer Stammfunktion

b
Beispiel: Berechnen Sic | x dx.

a
Loésung:
Durch einen GrenzprozeB haben wir
fiir dieses Integral bereits einen Wert
ermittelt. f
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Stammfunktionen der Funktion

f: x+=x; x € R haben die Gestalt
F:xr—=1x2+ ¢ ceR (vgl Tabelle).

Die Integralfunktion F,: x+— { tdt

a

ist eine spezielle Stammfunktion, also
muB gelten: F,(x) = 1x? + c,.

Da nun [tdt =0, folgt ¢, = — %az, und

a

wir erhalten F,(x) = 1x? — 2a% Setzen
wir fiir die Variable x die obere Grenze
b ein, erhalten wir das gesuchte Inte-
gral. Es ergibt sich der schon friiher
durch GrenzprozeB ermittelte Wert.

allgemeine Gestalt einer Stammfunktion:

F: xr—21x2+t¢
spezielle Stammfunktion

F: x v+ [tdt

X
= frdt = %xz—kcl
a
a
frdt = 2a’+¢,=0
a
= ¢ = -1a
= F(x) = }x*—1a?

F(b) = ybxdt =1(* - a?)

Nun sind wir in der Lage, ein bestimmtes Integral einer stetigen Funktion f ohne Grenz-
wertbestimmungen auszurechnen, wenn uns eine Stammfunktion F von f bekannt ist.

Satz (2. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung):

Das bestimmte Integral der stetigen
Funktion f: x+—f(x) zwischen den
Grenzen x=a und x=>b findet man, in-
dem man eine Stammfunktion F von f
bestimmt und die Differenz F(b) — F(a)
bildet.

Bewelis:

Wir wollen die Integralfunktion F, von f bestim-
men und nehmen an, daB uns eine Stammfunk-
tion F von f bekannt ist. Da auch F, Stammfunk-
tion von f ist, unterscheiden sich F und F, nur
durch die Konstante ¢, die wir bestimmen miissen.

Wihlen wir im Integral ff(t)dt fiir die obere

a
Grenze x = a, so wird der Wert des bestimmten
Integrals mit gleicher oberer und unterer Grenze
gleich Null.

Da [ f(1)dt = F(a) + ¢ = 0 erhalten wir fiir

c=" F(a) und setzen dies in die Ausgangs-
gleichung ein.

Da x jeden beliebigen Wert aus dem Intervall [a, b]
annehmen kann, gilt fir x = b:

Mit der Integrationsvariablen x geschrieben:

b
| S dx = F(b) — Fla)

Man schreibt auch oft:  F(b) — F(a) = [F(x)]°

F(x)={ f(yde

=7
Fx) = F(x)+ ¢ bzw.

ff(t)dt:F(x)+c
ff(t)dt:O

ff(t)dz =0=Fla) +¢
‘ wc= — Fa)
ff(t)dz = F(x) — F(a)

b
{f(ydt = F(b) — F(a)

b
ff)dx = F(b) - F(a)
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Beispiel :

5
Berechnen Sie das bestimmte Integral f§x3 dx.
2

Lésung:

Wir bestimmen eine Stammfunktion
der Funktion f: x+—=2x® und bilden
die Differenz der Funktionswerte an

der oberen und unteren Grenze.

Weitere Eigenschaften von bestimmten Integralen

Gegeben seien die  Funktionen
g:x+—»g(x) und f:xr>f(x) mit
g(x)=c-f(x); f sei stetig im Intervall
[a, b], dann ist g dort auch stetig.

Es gilt: f g(x)dx = G(b) — G(a) und

3"] cf(x)dx =cF(b) — cF(a).

a

Satz:

Ein konstanter Faktor kann vor das In-
tegral geschrieben werden, wenn f in
[a, b] stetig ist.

Sind F und G Stammfunktionen von f
bzw. g, so gilt nach dem Satz S. 357 fiir
das bestimmte Integral einer Summe
nebenstehende Beziehung.

Satz:

Eine Summe f + g von Funktionen darf
gliedweise integriert werden, wenn die
Funktionen f und g in [a, b] stetig sind.

Beispiele:

Berechnen Sie folgende bestimmte Integrale:

3
a) | (16x> + 6x*)dx
2
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b

b
[ gx)dx = [ cf (x)dx

a

= G(b) — G(a)
c¢F(b) — cF(a)
c(F(b) - F(a))

=cj'bf(x)dx

§ (f () + g(x) dx =(F(b) + G(b)) —(F(a) + G(a))
—(F(b)— F(a)) +(G(b)— G(a))

b b
= | f)dx+ fg(x)dx

b) § x: dx




Lésung:

a) Unter Berlicksichtigung der beiden
obigen Sitze bestimmen wir eine
Stammfunktion von f und setzen
fiir die Variable x die obere und
untere Grenze ein.

b) Durch Kiirzen ergibt sich ein verein-
fachter Funktionsterm f(x). Wir tei-
len in zwei Integrale auf und ermit-
teln fiir jedes der beiden Integrale
einen Funktionsterm der Stamm-
funktion F. Fiir die Variable x setzen
wir die obere und untere Grenze ein.

Beispiel :

3 3 3
[(16x* +6x*)dx =16 x¥dx + 6 § x*dx

-2 -2 -2

x4 3 x3 3
2] o)
6[4],2+ 7],

- 16 (zf(_z)‘*)w (f_(_'i)i)

4 4 3 3
=260 + 70
-2
x1-4 1 4
JO="m=pm — e x*0
i1 4 41 44

Berechnen Sic das bestimmte Integral der Funktion f: x+—=4x? — x, das sich ergibt, wenn
man zwischen den duBeren Nullstellen der Funktion f integriert.

Losung:

Die Nullstelle x, = 0 erkennen wir un- f(x)=0=4x>—x=x(4x*—-1)

mittelbar, weitere Nullstellen liegen bei <> x=0vx= % vV Xx=— %

x, =% und x, =—1, so daB x, =1

— -1 4 i % + *
u.nd x, = —3 die Integrationsgrenzen [ ax— xdx= [ 4x®dx— [ xdx
sind. 2 s y
x27*
— 471, — | =—
=[x*]>, [ > ]_%
=0-0=0
Ubungen 10.3

Die Stammfunktion

1. Gegeben seien die Funktionen f: x+f(x). Bestimmen Sie jeweils den Funktionsterm

F(x) einer Stammfunktion

a) f(x)=x?
e) f(x)=—8x"

b) flx)=x"2

D fe=—x

c) f(x)=2x d f(x)=2x*
X 10

= — h TS —

g f(x) p ) S =3
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2. Untersuchen Sie folgende Funktionen im angegebenen Intervall auf Stetigkeit. Welche der
Funktionen besitzen Stammfunktionen? Geben Sie eine Stammfunktion an.

;x>0 l; x>0
a) fix—=2x; xeR b) f:xl—»{of 0 ¢) [fix—={ 0; x=0
;X s —1; x <0
2 5 x<0 —; x>1
d : ; — - 4 . 2
) [fix—=Ix|; xe[-3,3] e f x'-’{x+2;x20 f) fixrq{x

g) fixr—[x]; xeR x ;x<l1

Hinweis: [x] bezeichnet die groBte ganze Zahl, die kleiner oder gleich x ist.

3. Berechnen Sie folgende bestimmte Integrale, nachdem Sie eine Stammfunktion ermittelt
haben.

2 x2 0 4
a) dex b) [ xdx ¢ [ 2dx
1 1 22
6 2 3
d | x*dx e | B3x+3)dx f) [6x*—x*dx
_36 _1/23 f/E" x4
g) [ 3—4x—x¥dx h) {/3 (4x® — 3x%)dx i) 1/[3 (T - x2> dx
21 _
4 x3—x =051 2 44— 2x
W[ b f (?xz - 5 dx
1 x2 3 32Yx 402
n) OL (x + EEE ) dx o) 1[ . dx P g (W + 2x) dx

4. Bestimmen Sie Funktionen F mit den angegebenen Eigenschaften:
a) F':x—=2x—2; F(2)=10 b) F:xr—=1—x2% F(2)=-%
¢) Fixr—=x3+x+1; F(-2)=0 d) F:x—=5—x—x% F(-1)=10

5. Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion f und berechnen Sie das bestimmte Integral
zwischen den duBeren Nullstellen.

a) fix—=2x?-—4 b) fixr=ix®—x
¢ fix—ex?—2x24+1 d) f:x—=025x3+0,3%—0,5x

10.4 Berechnen von Flacheninhalten

Im Abschnitt 10.1 wurde in Beispielen das bestimmte Integral als Flicheninhalt [A]}
interpretiert und berechnet, wobei die Fliche 4 umschlossen wird von

1. dem Graphen der Funktion f,
2. der x-Achse,
3. den Parallelen zur f(x)-Achse durch die Stellen x = a und x = b.

Die Berechnung erfolgte tiber einen GrenzwertprozeB.
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fx) G (f)

Durch Definition der Begriffe Integral-
und Stammfunktion sind wir zu einem
Gesetz (2. Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung) gekommen, mit
denen wir das bestimmte Integral als
Fliche ohne GrenzwertprozeB berech-
nen konnen.

Je nach Verlauf des bzw. der Graphen
der Integrandenfunktionen miissen wir
nun vier Fille unterscheiden.

1. FEiche oberhalb der x-Achse

Ist f eine im Intervall [a,b] stetige Fix) —
Funktion und sind die Funktionswerte
von f in [a,b] positiv (f(x)>0), so
berechnen wir den Fldacheninhalt des
Fldchenstiickes, das vom Graphen von
f, der x-Achse und den Parallelen zur
f(x)-Achse durch die Stellen x = a und
x = b begrenzt wird, nach nebenstehen-
der Formel.

Beispiel :
Berechnen Sie den Flicheninhalt des Flichenstiicks, das vom Graphen der Funktion
f x»—»%xz —2x + 3, der x-Achse und den Parallelen zur f(x)-Achse an den Stellen

x; = —1 und x, = 3 begrenzt wird.

Lésung: \-Flxk II
Das zu berechnende Flichenstiick liegt \\ {7 , 1
oberhalb der x-Achse. 61 x...? xo2x+3
, =
v
|
1
2 ,
SAY
%1--—-—— 3
220}
e A e
11 EREEENEEREN
X 3 X2
Wir erhalten den Fldcheninhalt A4 [A]2,= | = = 2x + 3) dx
durch Bestimmung einer Stammfunk- - 1x3 3
tion von f und durch Einsetzen der =%~ x4+ Sx]
unteren Grenze — 1 sowie der oberen s !
Grenze 3 =5 -9+9-(-g—-1-3)
' =2 25
Ergebnis: [A4]} =32, [4]2,=3
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2. Fliiche unterhalb der x-Achse

Sind die Funktionswerte einer in [a, b]
stetigen Funktion f nicht positiv, f(x)
f(x) <0, soliegt das vom Graphen von
f, von der x-Achse und den Parallelen \ a b /

zur f(x)-Achse an den Stellen x =a x
und x = b begrenzte Fliachenstiick un- {A]b

terhalb der x-Achse. Das bestimmte In- a

tegral liefert einen negativen Zahlen- f(x)<0
wert fiir den Flicheninhalt [4]%. Um
den Flicheninhalt [4]® eines solchen
Flachenstiickes ohne Vorzeichen ange-

b

b
ben zu konnen, versehen wir das be- [ALt=[— f(x)dx = — [ f(x)dx

a

stimmte Integral mit Betragsstrichen.
(Wir kénnen uns den Graphen G(f) an
der x-Achse gespiegelt denken.)

Beispiel:

Berechnen Sie den Flicheninhalt 4 der Flichenstiicke unterhalb der x-Achse, die von dem
Graphen der Funktion f: x+—»x* — 6x? + 5, der x-Achse und den Nullstellen des Graphen
umschlossen wird.

Lésung:

Der Graph der Funktion ist achsensym-
metrisch. Nullstellen sind x, = —1/5,
x,=—1, x3=1 und x4=]/§, die
wir durch Substitution mit x* =z
finden konnen. Es geniigt, den Zahlen-
wert einer der beiden unterhalb der x-
Achse befindlichen Fldchen zu berech-
nen, da beide Flichen wegen der Ach-
sensymmetrie des Graphen gleichen In-
halt haben. Wir erhalten 4 durch Ver-

doppeln von [A}Y>. Es ist A = 6,4. [A]Y5 = l f(x“ —6x%+ 5)dx
1

5 V3
=I[XT— 2x% + 5x]

1
=10 -3.2|
=]-32]=32

A=2-[A]5=2-32=64
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3. Fliche teilweise oberhalb und teilweise unterhalb der x-Achse

Beispiel :

Berechnen Sie die Flidche zwischen dem
Graphen der Funktion f: x+2x —2
und der x-Achse in den Grenzen x = 0

und x = 3, und zwar
I-b
1. mit Hilfe der Arithmetik 4 = -
2. unter Verwendung der Integralrech-
nung.

Lisung:

1. Aus der Aufzeichnung bzw. durch
Bestimmung der Nullstelle und Ein-
setzen der Grenzen lassen sich die
Seiten der beiden Dreiecke und da-
mit ihre Fldcheninhalte berechnen.
Die Summe der beiden Flacheninhalte
ist gleich dem Inhalt der Fldche iiber
dem Graphenvonx = Obisx = 1 und
unter dem Graphen von x =1 bis
x = 3.

2. Integriert man einfach von 0 bis 3,
so erhdlt man einen Wert, der nicht
mit der arithmetisch ermittelten
Losung tibereinstimmt.

Integriert man die Funktion
f: x—=2x — 2 jedoch in zwei Inter-
vallen, indem man neue Grenzen
einfiihrt, und zwar von x = 0 bis zur
Nullstelle x =1 und x =1 bis x = 3,
so erhilt man zwei Inhalte von Fli-
chen, die jeweils nur auf einer Seite
der x-Achse liegen. Die Addition er-
gibt die Gesamtflache A = 3.

Erkenntnis:

Bei der Berechnung von Flicheninhal-
ten mit Hilfe der Integration kdnnen
sich Teilflichen subtrahieren, wenn in-
nerhalb der Grenzen eine Nullstelle
liegt.

Al [0
_ FAREEERN
» / xs——Zx—ZE
D /A
1'_
- A 73 g a X
I F 1 ]
D
yid
A=A+ A,
L b, I, b,
) 2
_24 21
T2 2
A=5

f(Zx —2)-dx
o

2x2 3
-5 ‘“]o

—3-2.3
=345
[A13= jl(2x—2)-dx + f(Zx—2)-dx
o i

= |[x* — 2x)J5| + I[x? — 2x]}1
==+ 19 —6) —(1-2)
—1+4

A=[AL3=5
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Liegt das von G(f), der x-Achse und fix)
x =a und x = b begrenzte Fliachenstiick
einer im Intervall [a, b] stetigen Funk-
tion teilweise unterhalb und teilweise
oberhalb der x-Achse, d.h. hat G(f) im
Intervall [a,b] mindestens eine Null-
stelle, so sind die Teile dieser Fléche,
die unter- bzw. oberhalb der x-Achse
liegen, getrennt zu berechnen und dann
ist zu addieren.

[Al=A4,+ A, + Ay + A,

Beispiel :

Berechnen Sie den Fliacheninhalt der Fliche, die vom Graphen der Funktion
f: x—»x? — 2x — 3, der x-Achse und den Parallelen zur f(x)-Achse an den Stellen x; =0
und x, = 4 eingeschlossen wird. '

Losung:
Die Funktion f wird auf Nullstellen ( T T 10T
untersucht. Es ergeben sich Nullstellen g L g LI
bei x; = — 1 und x, = 3. Die Nullstelle \ el -2x-3l
x, = — 1 bleibt unberiicksichtigt, da sie [
auBerhalb des Integrationsintervalls - / P
liegt. -

W

<]
T
1N
>
T
(9]
I

N
«],
Lo i

et
Y
]

5
T

-
X
RN

"y
T
[ mml
o
N
N
Lo
B

L' Y

Da sich die Fliche A, unterhalb und NCT
die Fliche A, oberhalb der x-Achse
befindet, miissen wir die Inhalte der
Flidchen A, und A4, getrennt berechnen. [Al¢= [413 + [A]%
Durch die Nulistelle bei x, = 3 sind die 3
Teilgrenzen der beiden Integrale be- [A13= [(* —2x—3)dx
stimmt, ndmlich 0 und 3 sowie 3 und 4. _ o
Zu den beiden Integralen ermitteln wir B [x——x2—3x]
eine Stammfunktion und setzen die ent-
sprechenden Grenzen ein. k
Die Summe der absoluten Zahlenwer- [415= ﬁ
te ergibt den Zahlenwert der Gesamt- T
flache. Es ist [4]§ = 111,

4
+| f(x*—2x—3)dx
3

3 4
+ [%——xz—3x]

3

w

3

w

0
= -9+ Hl
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4. FEichen zwischen den Graphen zweier Funktionen

Sind f und g zwei beliebige in einem Intervall [a, b] stetige Funktionen, so unterscheiden wir
zwei Fille:

1. f(a) = g(a) und f(b) = g(b). fix)
Ist f(x) > g(x) bzw. g(x) > f(x) so
wird die eingeschlossene Fliche aus Glg)
der Differenz der Einzelflichen zwi- 40 (f)
schen der x-Achse und den Graphen
von f und g berechnet. Die Integra-

tionsgrenzen sind in diesem Fall die a b x
Abazissen der Schnittpunkte der Gra- b b
phen. [41i= | f(x)dx — [g(x)dx

f()=gx)

g(x) = f(x)

Beispiel:
Berechnen Sie den Flicheninhalt der Fliche, die von den Graphen der Funktionen
[+ x+—2x + 3 und g: x— x? eingeschlossen wird.

Lésung:
Um die Integrationsgrenzen zu erhal- T Teody b gl ﬂ(y;l
ten, in denen die gesuchte Fliche liegt, L 12 A2 ar
miissen die Schnittpunkte der Graphen AV kel AN ]
bestimmt werden. /,\,+" St
\ / ¥4 /
) +
\ ARvi
N T/
< %
D WO
0 X
xp = -1 x2 = 3
[ 1 P11
Dies geschieht durch Gleichsetzen der 2x +3=x7 =
beiden Funktionsterme und Aufldsen x2-2x—-3=0 = x=-1lvx=3
nach x. x,=—1; x,=3
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Wegen f(x) = g(x) fur alle xe[—1,3]
konnen wir den Fldcheninhalt mit ne-
benstehender Formel bestimmen.

Es ist [4]% |, = 103

2. f(a) # g(a) und f(b) + g(b)
Dieser Fall tritt ein, wenn entweder
die Grenzen a und b so vorgegeben
sind oder gewidhlt werden mubBten,
weil sich die Graphen nicht schnei-
den. Die Formel

b
[A1; = J(f(®) — g(x))dx

bleibt giiltig. Sie gilt auch, wenn die
zu berechnende Fliche ganz unter-
halb oder auf beiden Seiten der x-
Achse liegt. Durch Ubergang zu den
Funktionen f:x+—+=f(x)+ ¢ und
g: x—+g(x)+ ¢ kann die Fldche so
verschoben werden, dall sie ganz
oberhalb der x-Achse liegt. Der Fla-
cheninhalt &dndert sich dadurch

3
(413, = Jl x) — g(x)) dx
3
= [ @x+3-x})dx
-1
343
= [x2+3x—x7]_1
=94+9-9—-(1-3+%
[A]3—1_ &%
fix) }glx)
e
flxyec p———T = ™
: - b
. tA}‘a,
glx)s+c e
f{x) p==—" [A,]: , G (f)
a T “x
| Gy

gx) -

b
[(Al= f (f(x) + ¢ — (g(x) + ) dx

b
aj(f(x) +c¢—g(x) — ¢)dx
=1

nicht, (f(x) —gx)d
Beispiel:
Bestimmen Sie den Flicheninhalt der Fliche, die zwischen den Graphen der Funktionen
I x»—»%— +2 und g: x> —}/x und den Grenzen x = 1 und x, = 6 liegt.
SS(Essssseey
Wegen f(x)>g(x) fir xel[L, 6] AT A x+2] A
kommt die Formel I3 g e
6 5 ,
[415 = [ (f(x) — g(x))dx -
1 — 1 .
zur Anwendung, um den verlangten R s o o
Flacheninhalt zu berechnen. :_'_1?*10 Q' i oo e aEEN
| : e
1 {2 : s
-3 P B
W LT
L (111
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Dabei gilt : 6

wie wir im nédchsten Kapitel noch pri-

[A1= [(f(x) — g(x))dx

=f(%+2—(—]/})>dx

zisieren werden. 6 6
e = (%—O—Z)dx-{—j]/;dx
1

= [gx* + 203+ VXN
= (16,50 — 2,125) + (9,80 — 0,67)
Es ist [4]$ = 23,51 [A1% = 23,51

6 6
p/;dx = {x%dx = [2x3]¢,

Berechnen von Flicheninhalten

. Berechnen Sie den Flicheninhalt der Fliche oberhalb der x-Achse, der vom Graphen der
Funktion f, der x-Achse und den Parallelen zur f(x)-Achse durch die Stelien x = a und
x = b begrenzt wird:

a) fix»2x>+2;a=-2,b=1 b) fixr—=x?—x+1; a=—1,b=3
¢) fix—edx?—4;a=1, b=2 d fix—x*+x?—4x+4;a=-1b=1
e) fixre=x*—8x2+16;,a=0 b=2

. Berechnen Sie den Flicheninhalt der Fliche unterhalb der x-Achse, der vom Graphen der
Funktion f, der x-Achse und den Grenzen bei x = @ und x = b eingeschlossen wird.
a) fix—2x—4; a=—-2,b=2 b) fix+—=2x*—=2; a=—-1b=1

¢ fix——4-7x;a=05 b=3 d fix—i(1-xY);a=1 b=4

. Ermitteln Sie die Inhalte aller Flichen, die von den Graphen der nachstehenden Funktio-
nen und der x-Achse eingeschlossen werden. Als Integrationsgrenzen dienen die Nullstel-
len der Funktionen, diese miissen berechnet oder durch Probieren ermittelt werden.

a) fixr—=2x3—x b) fixr=x?2—x—2

¢) frx—ex*—6x*+2 d) f:xr—»%x4+§x3—2x2+g

. Die Graphen folgender Funktionen f haben eine Nullstelle. Sie umschlieBen mit der x-
Achse und den Geraden durch die Punkte (a,0) und (b,0) parallel zur f(x)-Achse zwei
Flichenstiicke A, und A4, . Berechnen Sie die Zahlen a und b.

a) fix—=x—2; A, =4,=3 b) fixr>x3; A4, =4, =2025
¢) fix—e3x—1;4 =4,=125 d) fix—x% A, =4,=625
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5. Berechnen Sie den Flicheninhalt der Flichenstiicke, die von den sich schneidenden
Graphen der Funktionen f und g und der x-Achse eingeschlossen werden.

a) fix—x—1; g xr—=4—x b) f:xr—x?; g:xt—>6——é-x
x? x?
c) f:xl—»%x; g:x»—»—T-l—l d) f:x—4; g:xr—>7~1

6. Berechnen Sie den Flicheninhalt der Fliche, die von den Graphen folgender Funktionen
f eingeschlossen wird.
a) fix—»x?; g:x—=4 b) f:x+—=x%; g x4 —x?

¢) fixr=x2; g:x—x° d fixr=x?+2x—2; gix—=x+4

e) f:x=x3+3x%—35x+35; g:x—=2x> +2x

7. Berechnen Sie den Flicheninhalt der Flichen, die von den Graphen folgender Funktionen
sowie den Geraden parallel zur f(x)-Achse durch die Punkte x = a und x = b begrenzt
werden.

a) f:xr—»x;g:xl—>§+1;a=—l,b=3 b) fix—>x*; g:x—=x+1;a=0,b=3

¢) fixrex2+1; g x+—1—-x%a=~2b=2
2
d) f:xr—x3-35; g:xt—»%; a= -2 b=171

8. Berechnen Sie den Flicheninhalt, der vom Graphen der Funktion f: x> — 2x” + 1 und
vom Graphen der Funktion der Normalen im Wendepunkt eingeschlossen wird.

9. Berechnen Sie das Volumen pro Ifd. m des fix)
skizzierten Querschnittes eines unterirdi-
schen Kanals.

4m
N
x
N
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