5.3.3. Die unendliche geometrische Folge und Reihe

Die Betrdge der Glieder einer GF: (a,» ={a, - q"~') werden fiir |q| >1 immer groRer
und Ubersteigen bei gentigend hohem Index n jede Grenze:

{a,>=<1;10;100; 1000; 10000; ... 10"; ...>
Fir |q] <1 werden die Betrdge der Glieder immer kleiner:

1.1 1 1 1
=1 = == .. —— ...
Can> =<1 75 700’ 7000’ 10000 o Y
Im folgenden sollen nur die geometrischen Folgen und Reihen behandelt werden, fir die
lql < 1 ist.

Betrachten wir eine fallende GF, so kénnen wir feststellen, dal die Glieder dem Betrage
nach immer kleiner werden, immer ndher an Null heranriicken, ohne jedoch im Endlichen
Null zu erreichen. Ein solcher Wert, dem sich die Glieder einer Folge beliebig ndhern, heifdt
Grenzwert. Man schreibt, wenn a der Grenzwert einer unendlichen Folge (a,) ist:
lim"} <a,>=a"")
n-—oc
Die Glieder einer fallenden geometrischen Folge streben gegen den Grenzwert Null. Man
nennt Folgen, die den Grenzwert Null haben, Nullfolgen.

Es mufl nun die Frage gestellt werden, ob der Summenwert einer unendlichen
geometrischen Reihe endlich sein kann.

Vom Sophisten Zenon von Elea (um 500 v.Chr.) stammt folgende Argumentation:

Achilles, als schneller Laufer bekannt, macht ein Wettrennen mit einer Schildkrote.
Achilles, der zwolfmal so schnell lauft wie die Schildkréte, gibt dieser einen Vorsprung
von einem Stadion™""). Beide beginnen zu laufen. Wenn Achilles 1 Stadion zuriickgelegt

hat, hat die Schildkrote 11—2 Stadion zuriickgelegt. Lauft nun Achilles % Stadion, ist die
Schildkrote bereits 124 Stadion weiter usw. Demnach kann Achilles die Schildkréte nie

einholen, wie Zenon zu beweisen geglaubt hatte.

Nun wei man aber, da® Achilles die Schildkrote mit Sicherheit einholt. Das bedeutet
jedoch, daf’ der Summenwert der geometrischen Reihe

1 1 1 ® 1,\n1
+...+W+. —Z(

+15+ 774 =z ﬁ) endlich sein muR.

1

*) limes (lat.): Grenze
**) Gelesen: ,Limes a, fir n gegen Unendlich gleich a“.
oo ist keine Zahl, sondern symbolisiert nur, dal die Anzahl der Glieder (iber alle Grenzen steigt.
***) 1 Stadion (altes gr. LaingenmaR) ist eine Lange von ca. 180 m.



An noch einem anderen Beispiel kénnen wir uns klar machen, da unendliche geome-
trische Reihen einen endlichen Summenwert haben kénnen:

Neben ein Quadrat mit der Seitenlange | wird ein zweites gezeichnet mit der Seiteniange

—I, daneben ein weiteres mit der Seitenldnge ZI usw. (Abb. 5.5.).
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Abb. 5.5. Folge von Quadraten

Die Flache aller so entstandenen Quadrate ist:

Pylpy ey e, 5. Ay
4 16 64 am1 4
Der Summenwert ist jedoch mit Sicherheit kieiner als die Fliche des roten Dreiecks, wie aus

Abb. 5.5. klar ersichtlich ist.
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Aus diesen Beispielen folgt: unendliche geometrische Reihen mit |q| <1 haben einen
endlichen Summenwert.

Es soll ermittelt werden, wie gro dieser Summenwert ist. Wir gehen aus von

s, =a, - 1—q“ = a—a - q = & —a1qn
T 1 1—q 1—q 1—q
Mit a,, g = a, q" ergibt sich:
a1 an 'q
s ———— e
" 1-qg 1-q

Far jq| <1 gilt jedoch, wie zu Beginn dieses Kapitels gezeigt:
lima,=0 (Nulifolge)

Damit ergibt sich fiir den Summenwert die

a,

far |l < 1
T lal

W
Formel:s= 3 a, - q" ' =

n=1



Aufgaben:

1.
2.

5.

.a) 22 b) 105 c)

.C)W d)

Wie groR ist die Fliche samtlicher Quadrate aus Aufgabe 8. in 5.3.2.7

Der Grenzwert der unendlichen geometrischen Reihe mit dem Anfangsglied a, und dem Quotien-
ten q ist zu ermitteln:

1 14 2 30

a)a, =5q=z¢ b)a, =7 a=1% ©a=2q=-% d)a,=15;9= 32
. Bestimmen Sie den Grenzwert:

=1 ;1.1 1.1 _ 1t 1.1
2 01 =15+106+ 7000 " 10 J_1 70389

10 10

143, 3 _34

b)11)'3’_1+1—0—0+10000+..._33

c) 0,74; d) 0,07; e) 1,037; f) 3,14T; g) 1,3472
- Nach welcher Strecke hat Achilles die Schildkréte eingeholt? (siehe Einfilhrungsbeispiel)

. Die Zeiger einer Uhr stehen auf 6.00 Uhr [9.00 Uhr; 12.00 Uhr]. Nach welcher Zeit stehen die

beiden Zeiger genau iibereinander? Welchen Winke! hat dann der Minutenzeiger zuriickgelegt?

. Ein Auto und ein Motorrad fahren auf einer Rennstrecke gleichzeitig los. Das Motorrad hat einen

Vorsprung von 200 m. Das Auto hat eine Geschwindigkeit von 216 km/h, und das Motorrad
hat eine Geschwindigkeit von 180 km/h. Wie lange dauert es und welchen Weg hat das Auto
zuriickgelegt, wenn es das Motarrad Gberholt ?

. Ein Auto, das mit einer Geschwindigkeit von 108 km/h fihrt, wird von einem anderen Auto

mit einer Geschwindigkeit von 126 km/h iiberholt. Der Uberholvorgang beginnt 30 m hinter und
endet 30 m vor dem iberhoiten Auto. Wie lange dauert der Uberholvorgang und welche Strecke
legt das liberholende Auto dabei zuriick ?

. Eine Stahlkugel félit aus einer H5he von 5 m auf eine Stahlplatte. Die Steiggeschwindigkeit nach

jedem Aufprall betrdgt 90% der Aufprallgeschwindigkeit.

a) Nach welcher Zeit bleibt die Kugel liegen?

b) Weichen Weg hat sie dann zuriickgelegt ?

c) Wie lange dauert der Vorgang und welcher Weg wiirde zuriickgelegt, wenn jeweils 10% der
Energie beim Aufprall in Warme umgewandelt wird ?
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1. Schreiben Sie folgende unendliche periodische Dezimalbriiche zuerst als unendliche Reihe
und dann als gemeinen Bruch.
)03 b) 005 c) 0,05 d) 3,147
e) 2,151 f) 0,64538 g) 1,49

2. Wie groB ist die Abweichung vom exakten Wert, wenn man bei folgenden periodischen Dezi-
malzahlen nach der 8. Dezimalstelle abbricht?

a) 0,00341 b) 2,41 ) 09 d) 0,049 e) 32,8875

3. Verwandeln Sie die folgenden periodischen Dezimalzahlen mit Hilfe von unendlichen
geometrischen Reihen in Briiche:

a) 01 b) 0,54 ¢ 0612 d) 3,141
Beispiel :
Verwandeln Sie die vorperiodische Dezimalzahl 0,3527 in eine Bruchzahl.
Losung:
Die vorperiodische Dezimalzahl kann 0,3527 = 0,352727 ...
35
als Summe der Zahl 755 und dermunend- 03937 — 352 +2_74 +2_76+ - ZZ e
. . . 27 10 10 10 102"
lichen geometrischen Reihe 1057
n=2 1 unendliche geometrische Reihe
dargestellt werden. Wegen |g| < 1, hat a5 © 27
diese Reihe die Summe 5335 0,3527 = Tz T ngz—lﬁﬂ
O S
=707 4~ 10°
27
a 104 27
S = = —4
Yol-q 1 9900
. 10?
Wir konnen also 0,3527 als Bruchzahl — 35 27 — 97
775 darstellen. = O3 =15 * 00 = 23%2 = 973



