4.7. Die trigonometrischen Funktionen

4.7.1. Die trigonometrischen Funktionen im rechtwinkligen Dreieck

Die trigonometrischen Funktionen oder Winkelfunktionen stellen die Beziehung
zwischen Winkeln und Seitenverhaltnissen im rechtwinkligen Dreieck dar.

Zuerst sollen einige wichtige Begriffe am rechtwinkligen Dreieck erklart werden.

b=AC= Hypotenuse

b _
a a = BC = Gegenkathete
gl ! ¢ = AB = Ankathete
Abb. 4.72. Rechtwinkliges Dreieck

A c B
Allgemein gilt:
sing — -2 — Gegenkathete o =
b Hypotenuse
c Ankathete .
cosog=—=———————  (Kosinus «)
b Hypotenuse
a Gegenkathete
tang =—=—>—"—"_ (Tangens «
¢ [ Ankathete ( 9 )
c Ankathete
ot =—=———""_  (Kotangens
cota a Gegenkathete ( 9 %)
Definition:

Die Abbildung a—sina heifft Sinusfunktion, a— cosa Kosinusfunktion, «— tana Tan-
gensfunktion, a— coto Kotangensfunktion.

Die Definitionsmenge ist D = {a|0 £ o < 90°}, da der Winkel o im rechtwinkligen Drei-
eck nicht groer als 90° werden kann.
Der Wertebereich ist W= {y|0=y=1},.

Der Winkel wird in Gradmal (1 Grad = 1°) oder Bogenma® (1 Radiant = 1 rad) gemessen,
die man leicht ineinander umrechnen kann. Nach den geometrischen Beziehungen am
Einheitskreis gilt: ’

_* __b
360° 2nrrad
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Abb. 4.73. Gradmal} und BogenmaR



Beispiele: 90° — % rad*) 180° = 7t rad

45° = % rad 360° =2 rad
Die am rechtwinkligen Dreieck eingefiihrten Winkelfunktionen sind nur definiert fiir Win-
kel zwischen 0° und 90°. Wir wollen die Winkel zwischen 0° und 360° erfassen und

definieren daher die trigonometrischen Funktionen am Einheitskreis.

4.7.2. Die Sinusfunktion

Definition:
Unter der Sinusfunktion o sina versteht man die Zuordnung des Winkels a zur
Ordinate des Punktes P auf dem Einheitskreis.

Y_ Y __

Es gilt: si =t=—=
gi sin o F =3 Yy

Abb. 4.74. Sinusfunktion -7
Wertetafel:
ain® 0 30 60 90 135 180 270 360
3n 3n
2
2 7 5 T
0,707 0 -1 0
janan ! 1
oo e ]

Abb.4.75. aresina

*) Die Einheit rad wird hdufig auch weggelassen.



Einem Umlauf entspricht die Definitionsmenge D, = {x|0 < « < 2x}. Durch beliebig viele
Umlaufe in beiden Richtungen erweitert sich die Definitionsmenge von D, auf O = R:
Definitionsmenge: D =R

Wertebereich: W= {y| -1=y= +1},.

Die Sinusfunktion ist periodisch, nach 2x oder 360° kehren alle Werte gleichmaBig

wieder.
Die groRte Schwingungsweite, die Amplitude, betriagt 1

4.7.3. Die Kosinusfunktion

Definition:
Unter der Kosinusfunktion «+—cos x versteht man die Zuordnung des Winkels = zur
Abszisse des Punktes P auf dem Einheitskreis.

Es gilt: cosa=2=2=x
r 1
Yy
«]
Pixly)
r=]
Y
o«
-7 X=C0S @ +! x
Abb. 4.76. Kosinusfunktion -1
Wertetafel:
o in® 0 30 60 90 135 180 270 360
. id T n 3n 37
& in rad 0 5 3 5 Z i 5 2r
cos o 1 0,866 0,5 0 —-0,707 | -1 0 1
I it
~ ; £
N
il it oms s b SR

Abb.4.77. arcosa

Wie bei der Sinusfunktion ergibt sich:

Definitionsmenge: D =R
Wertebereich: W= {y| -1 =y +1},.

Die Kosinusfunktion ist periodisch nach 360° und hat die Amplitude 1.



4.7.4. Die Tangensfunktion

Definition:
Unter der Tangensfunktion s tan « versteht man die Zuordnung des Winkels « zum
Quotienten aus Ordinate und Abszisse des Punktes P auf dem Einheitskreis.

Es gilt: tan « =§, x *+0
d

+1

7 ;

tana = L = —11—;
Pilxly’) x F
Pixly) 0°= ¢ < 90°v 270°< a < 360°
y'stan @ . .
tan o0 = _y_ =Y ;
-3 X -1
-1 x Ix'=+1 x 90°< o < 270°

Abb. 4.78. Tangensfunktion -7

Wertetafel:
oin® 0 30 45 60 90 1356 180 270 | 360
, i n n i 3n 3n
o in rad 0 5 x 3 > 7 T 5 2n
tan o 0 0,577 1 1,73 - -1 0 - 0

Abb.4.79. a—tana



Wie bei der Sinusfunktion ergibt sich:
3n, B¢,

+

Definiti D=R +—K-—;+ L= ...
efinitionsmenge V{+ 5t 5

Wertebereich: W= R,
Die Tangensfunktion ist periodisch; nach  oder 180° kehren alie Werte wieder.

4.7.5. Die Kotangensfunktion
Definition:

Unter der Kotangensfunktion « +— cot o versteht man die Zuordnung des Winkels « zum
Quotienten aus Abszisse und Ordinate des Punktes P auf dem Einheitskreis.

Es gilt: cot oc=§, y+0

Y
y=+ ‘—z_;atm Cota—x—'——x’—'
x'= Pixly’) ¢ =V 31

0°< o < 180°
Pixiyl
cota=2 =2,
Y y -1
@y 180° < o < 360°
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Abb. 4.80. Kotangensfunktion -7

Wertetafel:
« in® 0 30 45 60 30 135 180 270 360
. 7 i T T 3n 3z
- — _— — 2
e« in rad 0 6 7 ) 5 2 T > 7
cota - 1,73 1 0,577 0 -1 - 0 -
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Abb.4.81. a—cotu

Wie bei der Sinusfunktion ergibt sich:

Definitionsmenge: D =R\ {0, +n, +2n, + ...}
Wertebereich: W= R.

Die Kotangensfunktion ist periodisch wie die Tangensfunktion.

4.7.6. Einfache trigonometrische Gesetze

Wenn man die Werte einer Winkelfunktion kennt, kann man die der anderen be-
rechnen.

4.7.6.1. Beziehungen zwischen Sinus und Kosinus

Aus den Graphen der Sinus- und der Kosinusfunktion (Abb. 4.73. und 4.75.) erkennt
man leicht die Giiltigkeit folgender Beziehungen:

1.cosx=sin(%—x) D=R

. i .
2. sin x =cos (7—x) D=R 1 sin x
3.sin (—x) = —sinx D=R
4. cos (—x) =cosx D=R x

Nach dem Satz des Pythagoras gilt: cos X
B. sin2 x+cos?2 x =1 Abb. 4.82.



4.7.6.2. Beziehungen zwischen Tangens und Kotangens

Aus den Graphen der Tangens- und Kotangensfunktion (Abb. 4.79. und 4.81.) erkennt
man leicht die Richtigkeit folgender Gleichungen:

brx
1. tan x = cot {———x D:/}?‘f+i, +3—n, +— ...}
. (2 ) AR QL 2 - 2 - 2 : §
2. cotx=tan (—g——x) D=r{0, +m, +2m, ...}
3n
3. tanx = D=F I A
oot x \{O,iz.in,i 5 , £2m, }

4.7.6.3. Beziehungen zwischen Tangens, Sinus, Kosinus und Kotangens

sin x sin x 1—cos? x i 3n

1. tan x = = . =l/ D=R\{+— +— ...}
COS X 1 —sinZx cos X 2 2
COS X /1—sinZ x COS X

2. cotx =— = - =— D=Fr\{0, +n, £27, ...}
sin X sin x 1 —cos? x

4.7.7. Die Additionstheoreme

Die Additionstheoreme*) gestatten es, die Funktionswerte von Winkelsummen zu be-
rechnen. Wir legen wieder den Einheitskreis zugrunde.
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Abb. 4.83. Winkelsummen am Einheitskreis

1. Aus Abb. 4.81. folgt:

sin (x+y)=ATC=“6=A_§+ﬁ=DE+B B=DE
) DE AB —_—
SiNX =——= B=sinx-cosy
ME cos y
cosx=B_—C= ?C BC=cosx-siny
EC siny
sin {X+y)=sinx - cosy+cosx -siny X, YER

*) Formel zur Berechnung des Funktionswertes einer Summe aus den Funktionswerten der Sum-
manden.



2. Aus Abb. 4.83. folgt:

cos (x+y)=1—=MA= D-AD =MD-BE AD =BE
cosx=M_—ll= D MD =cosx:cosy
ME cosy
sinx=-E_E—= ,BE BE=sinx-cosy=AD
CE siny
cos (x+y) =Cosx - Cosy—sin X - siny X, yYER
3. Aus 1, 2 und 4.7.6.3. folgt:
_sin (xty)
tan (x+yvy) =cos (xfy)
_ tanx+tany . 3n \
tan(x+y)_—'——_1—tanx-tany X, yeR\{+—=- 5 L+ )

4. Analog zu 3:

cotx coty—1

X, yelR\ {0, +x, +2r
cotx+coty yeR\{0, £r, £27}

cot (x+y) =

4.7.8. Zusammengesetzte Winkelfunktionen

4.7.8.1. Phasenverschobene Kurven

Die trigonometrische Funktion y = f(x) unterscheidet sich von y =f(x+a), aeR durch
eine Phasenverschiebung der Kurve y = f(x) in Richtung von a.

Beispiel:

Abb. 4.84. x+ssinx und x+—sin (x +%)

y = sin x eilt y = sin (x+%) um —;— nach.



4.7.8.2. Amplitude

Die trigonometrische Funktion y = f(x) unterscheidet sich von y =a - f(x), aeR durch
ihre Schwingungsweite.

Beispiel:
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Abb. 4.85. xi—cosx und x—2cosx

4.7.8.3. Die Winkelfunktion y = f(ax)

Die Winkelfunktion y = f(x) unterscheidet sich von y = f(ax) durch die Anzahl der Null-
stellen.

Beispiel:
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Abb. 4.86. x—sinx und x+ssin2x

4.7.8.4. Die Funktion y = sin2 x
In der Physik ist die Funktion y = sin? x von groRer Bedeutung (Effektivwert).
Definitionsmenge: D = R

Wertebereich: W= RS
Periode: 1 - P
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Abb. 4.87. x—sinx und x> sin2x



Aufgaben:

1. Zeichnen Sie die Graphen folgender Winkelfunktionen:
a)y=sinxD={x|0<x=<2n) c) thanxD:{xl—g<x< +g}

n
b) XI——»COSXD:{X]——§§X§+§} d) y=cotxD={x|0<x<n}

Bestimmen Sie die entsprechenden Wertebereiche.

2. Berechnen Sie am rechtwinkligen Dreieck:

a) sinx fiir x = 30°, 45°, 60° ¢) tanx furx=g,g
b) cosx fiirx ==, T
. 631 d) cotx fir x="1
Wie kann man cos 51° bestimmen ? 4
3. Driicken Sie aus:
a) sinx durch cosx ¢) cosx durch tanx
b) tanx durch sinx d) cotx durch sinx

4. Zeigen Sie mit Hilfe der Sétze 1 und 2 aus 4.7.7.:

) tan(ey) =y

cotx coty—1

b) cot(x+y) = cotx+coty

5. Zeigen Sie mit Hilfe der Satze 1 und 2 aus 4.7.7.:
©a) sin 2x =2 sinx cosx

b) cos 2x = cos?x —sin2x

6. Wie lauten die Additionstheoreme fiir
a) sin({x—y) c) tan(x—y)
b) cos(x—y) d) cot(x—y)

7. Zeichnen Sie die Graphen folgender Funktionen:

a) y=sinx undy=sin(x—§) D={x|0=x<2xn}

b) y=cosxundy=3cosx D={x|0<x<n}
c)y=sinx, y=sin2xundy=sin3x D={x|0<x< 2n}
d)y=sin2x D={x|0<x<n}

8. Zeichnen Sie die Graphen fir die folgenden harmonischen Bewegungsabliufe:
a) s(t) = 2msin [0,6s71 (t — 2s)]
b) a(t) = —0,6ms-2sin[0,2s~" (t + 1s)]
c) v(t) = 3ms-'sin[0,6s-" (t + 2s)]

8. Eine Kugel, die an einer Schraubenfeder aufgehangt ist, vollfiihrt eine sinusférmige Schwingung.
Der Unterschied zwischen dem hochsten und tiefsten Punkt betragt 20 cm, eine Schwingung
dauert 0,5 s.

a) Wie grof sind Amplitude und Kreisfrequenz?
b) Stelien Sie den Weg der Kugel als Funktion der Zeit dar.
c) Zeichnen Sie den Graphen.

10. Ein Wechselstromgenerator erzeugt eine sinusférmige Spannung mit dem Effektivwert U = 10V.
a) Stellen Sie den Augenblickswert u als Funktion des Drehwinkels o fiir eine Periode dar: u = f(a).

b) Graph.
¢) Bilden Sie die Augenblicksspannung u als Funktion der Zeit t: u = f(t), wenn die Kreisfrequenz

o = 50 Hz betragt.
d) Graph.



Beziehungen zwischen den Funktionswerten der Winkelfunktionen

Die vier Funktionswerte der Winkelfunktionen k&nnen

cot a
auch wie nebenstehend am Einheitskreis dargestellt werden. T \ix/ p:
Daraus ergeben sich leicht folgende Grundformeln:
e
-, 2 Ggk. Ank. e
sinoa + cos®a =1 tano - coto = . = - e c
Ank. Ggk. A N
sin o 1 /// c
tano = = tana = A v
cosa cota S A
cosa 1 cos «
coto = —; Vv cota =
sin o tana 1

_ T oo a tan o 1

V1 + tan’a V1 + cot?a
1 cot o
Y1 —sin’a -
V1 +tan’a V1+ cot?a

sin o Y1 — cos®a 1
Y1 —sin’a cosa cota

1 —sin‘a

sin «

sin o

1-cos2q
tan o
Pl
x
1




Zusammenhang mschen den trigonometrischen Funkt;onen .
desselben Winkels coT

smgoc-f-eosf"oc:l tanax cotx = 1
'tana=smo‘. _=-i.— : 14 tan®a = 1
' cosx © coto » cos? o
cotey = 22 _ 1 |t eotta =

sin & tano . sm‘*’cx

Bereehnung einer Funktiion durch eine andere Funktlon
desselben Wlnkels :

sin ~ cos ta.ﬁ 1 dot
. . . B 1
gine =| —_ + ¥ —cos? o | tang +

¥1+tan2x| V14 cot?x

s = | £ T—mma| - et | oto

gin o ¥ — cos®xx . 1

tano = | 4 + —_

"Y1 —sin? COS & ' oot o

— ging ' ,
cobo — :I:Vl -sm & 4 co8 & 1 o _
] ging 1—corle tan & . ‘

¥1+ tan?a V14 cot?x

Bei beliehigen Winkeln « entscheidet der Quadrant des Winkels iiber

das Vorzeichen der Wurzel.

ADDITIONSTHEOREME .
~ Funktionen der Summe und Differenz zweier Winkel
gin (x - f) =sina'cos § 4 cosx sin f

08 {&x 4- f) = cos x cos § TF sin w sin B

__ tanoa L tan g -
tan (& + ) _'_1 ¥ tan o tan g .
t i 1

_ sin (x + Ay sin (x — f) = Vcoaf”ﬁ‘ — oot

cos (o + f) cos(x — f) = cos? f — sinZ o



sin 2 = 2 sin & cO8 &
co8 2o = cos?ox — sin® &
=1 —2sgin?ax
=2copiox —1
. 2 tan
tan2oc=~—-—ti—g—=
‘ : 1—-—1:@11%:
. 2
 cotx —tano
. To — 1
cot2a$%
¢ 2pobo.
_'cotcx—-tanot
= —_ 3
14 b

ginoe = 2sn — cos _
2 2

20(-' .201
CoOBx = CO8 —5—-—8111 - ==

2

a .
=1—2gin? —=
i 2
' o
=2¢08%2 — —1

2 tan il
3 2 _
tano = ==

cobta = —_—

. cos

\ "tan

o ']/1—1—0052“
Ceosa. o= |/ M

- ‘lwcosor,
sin —

14 coso —{—cosoc

wfsz

| =
‘u

1 —coso
]/1 + €08 &
i eoscx

sin o

sin x

-H

1—’;—0050;

ot % — 1—f—cosoc
N 2 1—coso

1-+cosee
gina
Bin- o

1 — cos o

. 1~—cos2¢x
sin g ﬂ/ﬂmﬂﬁ_

2

‘.ta,ncx;—- 1 —cos2x
T T T4 cos 20

_ sin 2
.1 4 cos 2a
1 — cos2ux

gin 2
» 14 cos2a
cob =l/1_— cos 20
- 8in 2a
1-— cor2a
14 cos2x
T sin2x

i



Goniometrische Gleichungen und Funktionen

Berechnen Sie alle Losungen der Gleichungen. Probe ist notwendig!

0<x=<2m

S5sinx — 3cosx =3
tan’x + 2tanx =0
tan’x + 2tanx =2
sin2x =sinx
17sin’x — 3cos’x =2

SIN X

2SINXCOSX =
COS X

2sinx + %sian =0

2cosx + cos2x =0

Berechnen Sie alle Nullstellen der Funktion:

f(x)=2sinxcosx — tanx

f(x)=3cosx + sin3x



