8. Integralrechnung

8.1. Integralrechnung als Umkehrung
der Differentialrechnung

8.1.1. Der Begriff der Stammfunktion

Bei der Betrachtung der Operationen haben wir gesehen, dal} es fiir viele Operationen
eine Umkehrung gibt. So ist zum Beispiel die Umkehrung der Addition die Subtraktion, die
der Multiplikation die Division. Das Potenzieren liefert als Umkehrung die Wurzel-
rechnung bzw. das Logarithmieren.

Gibt es auch zum Ditferenzieren eine soiche Umkehrung?

Das lauft auf die Frage hinaus: Gibt es zu einer gegebenen Funktion eine andere
Funktion, deren Ableitung gleich der gegebenen ist?

Betrachten wir die Funktion f(x) = x? mit der Definitionsmenge D = R. Sie ist die Ableitung

der Funktion F(x) = 1§ xX3mitD=RdaF{x)=3" %xz = X2 ist. Sie ist aber auch Ableitung

der Funktion F(x) =%x3+C in D = R mit CeR, da die Ableitung des Summanden C immer
Null wird.

Abb. 8.1. f(x)=x2  F(x) = %x3 +C

Dieser Sachverhalt flihrt auf den Begriff der Stammfunktion.
Definition:

Eine Funktion F heiRt Stammfunktion von f, falls F'(x) =f(x) ist mit xe D fir f.
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Da die Ableitung einer additiven Konstante immer Null ergibt, folgt
Satz:
Wenn x+—F(x) eine Stammfunktion ist, so auch x+—=>F{x) + C mit CeR.

Falls eine Funktion eine Stammfunktion besitzt, so hat sie unendlich viele, die sich nur
durch eine additive Konstante unterscheiden.

Hat nun jede Funktion eine Stammfunktion?
Wir betrachten die Vorzeichenfunktion y = sign x mit D =R (vgl. 4.8.3.).

EER DUD 4 WENRS S SR

Abb. 8.2. x—signx R IR RuR g AR S tas Un bucd =
Fir x>0 ergibt sich F(x) = x+C,, da F'(x) = 1.
Fir x< 0 ergibt sich F(x) = —x+C,, daF(x) = —1.

Da F als Stammfunktion differenzierbar und damit stetig ist, folgt:
F(0)=0+C,=0+C,=C, =C,.

Die Stammfunktion ware also F(x) = |x|+C,.

Diese Funktion ist aber an der Stelle Null nicht differenzierbar. Das ist ein Widerspruch,
da jede Stammfunktion eine Ableitung besitzt.

Die Vorzeichenfunktion hat in D = R keine Stammfunktion.
Es gilt also nicht, daB jede Funktion eine Stammfunktion besitzt. Man muB jeden Einzelfall
untersuchen.

8.1.2. Stammfunktionen der Grundfunktionen

In Kapitel 7. Gber die Differentialrechnung haben wir verschiedene Ableitungen gebildet.
Von hier lassen sich einige Stammfunktionen direkt Gibernehmen.

Funktion f Stammfunktion F
1.f(x) =a mitaeR F(x) =ax+C
2
2. f(x) =x F(x) = 5-+C
3
3. f(x) = x2 . F(x) =-"3—+c
4
4. f(x) = x3 F(x) =XT+C
. xn+1
B. f(x) =x" mit neN, F(x) =m+C
6. f(x) =e* F(x) =ex+C
7. f(x)=% mit D = R\ {0} F(x) =Inx+C mit D=R*
8. f(x) =sin x F_(x) = —cos x+C
9. f(x) = cos x : F(x) =sinx4+C

Die Ableitung der Stammfunktion F liefert in jedem Fall die gegebene Funktion f.
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8.1.3. Stammfunktionen der ganzen rationalen Funktionen

In 4.4.2. haben wir die ganzen rationalen Funktionen als Summe der Potenzfunktionén
y = ax® eingefiihrt.
f(x) =a,x"+a,_;x""+...+a,x+a;, mita,eR A NeN,

n+t
In 8.1.2. haben wir als Stammfunktion von f(x) =x" F(x) =€—-_'—_-1-—+C gefunden.
Wie heiflt die Stammfunktion von f(x) = ax" mit aeR? Dazu benétigen wir folgenden

Satz:
Ist x+—F(x) Stammfunktion von x+—f(x), so ist x—c¢ - F(x) Stammfunktion von
xt+»c - f(x) mitceR.
Beweis: Nach Voraussetzung gilt: F'(x) = f(x).
Dannist [¢c - F(x)]'=c¢ - F(x) = ¢ - f(x).
Daraus folgt die Behauptung.

n+1
Damit gilt fiir die Stammfunktion von f(x) = ax" : F(x) = %T“+ C.

Die ganzen rationalen Funktionen bestehen nun aus Summen von Potenzfunktionen
obiger Form. Wie findet man die Stammfunktion der Summe zweier Funktionen, wenn man
die Stammfunktion der einzelnen Summanden kennt?

Satz:
Ist F, Stammfunktion von f, und F, Stammfunktion von f,, so ist F, +F, Stamm-
funktion von f, +f,. .
Beweis: Nach Voraussetzung ist F; (x) = f, (x) und F5(x) = f,(x).

Dann gilt: [F,(x) +F,(x)]" = F; (x) + F5(x) = f; (x) +f2(x).

Daraus folgt die Behauptung.

Nach den vorhergehenden Satzen konnen wir dann die Stammfunktion der ganzen

rationalen Funktion hinschreiben.
a,x"tt a, _,x" a, x?

n+1 n

F(x) = b+ +agx+C

Beispiel: Gesucht ist die Stammfunktion von f(x) =3x2+2x+1.

3x3 4 2x2

+1x+C=x3+x2+x+C.
3 2

F(x) =

8.1.4. Die Stammfunktion als unbestimmtes Integral

Definition:

Ist F'(x) =f(x), so nennt man die Funktion mit y=F(x} + C ein unbestimmtes Integral
von f(x). Man schreibt _[f(x) dx=F(x) + C"). Ce R heildt Integrationskonstante, f(x)
heildt Integrand.

Fiir die Stammfunktion von f(x) = 3x2+5 1aBt sich also auch schreiben:
[(3x2+5) dx = F(x) +C = x*+5x+C.

*) Das Zeichen | wurde von Leibniz eingefiihrt und bedeutet soviel wie Summe.
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Aufgaben:

1. Suchen Sie die zugehdrigen Stammfunktionen F, wenn die Funktion v = f(x) mit O =F gegeben ist.
Bestédtigen Sie die Richtigkeit durch Abileiten.

a)y=4 fly=}2x ) y=2sinx
b)y=-356 g) y=2x24+7x—1 m) y =acosx
c)y=n h) y = x4+ 2x2 n} y =2 sinx+cosx
d) y=3x2 _ 1 5 0) y=3e*
&) y = xx® Dy =gxV3 P)y="x#0
5 X
k) y =cosx
2. Berechnen Sie folgende unbestimmte Integrale:
a) f1dx d) { 3tdt g) | (3t2+1) dt
b) | x dx e) {atdt h) | (cosa+sina) da
c) [ x4dx f) | sinada i) j;(z—dx

Was gilt fir die Definitionsmenge D der Stammfunktionen?

3. Zeichnen ISie die Graphen von Funktion und Stammfunktion
a)f(x)=xmitD=R; C=1,2,3
b) f{(x)=x2mitL=R"; C=0, -1, 1
c) f(x) = sinx mit —’%gxgg; €=1,23

Wieviel Stammfunktionen gibt es zu jeder gegebenen Funktion?

8.2. Das bestimmte Integral als Flache

8.2.1. Flache zwischen Kurve und x-Achse

Die Bestimmung des Flacheninhalts ist geometrisch nur [6sbar bei geradlinig be-
grenzten Flachen: Jedes ebene Vieleck 1Rt sich in Dreiecke zerlegen. Bei krummliniger
Begrenzung muB eine andere Methode der Flachenbestimmung gefunden werden.

Wir gehen davon aus, da® die Flache zwischen dem Graphen einer Funktion f und der
x-Achse bestimmt werden soll. Dabei sollen zunachst die Funktionswerte f(x) positiv
sein, so daB der Graph der Funktion oberhalb der x-Achse verlduft. Als nichstes machen
wir die Annahme, daB die Flache F von einem beliebigen aber festen Anfangspunkt aus bis
zu jeder beliebigen Stelle x bereits ausgemessen wurde (z. B. durch Auszidhlen der Kdstchen
bei Millimeterpapier). Damit ist es moglich, die Flache F als Funktion von x darzustellen.
In Abb. 8.3. ist der Graph der Funktion f und darunter der Graph der Flachenfunktion F dar-
gestellt.
fix)

1 Fix+ax)

| X X+taXx
aX x

Fix)

Fix} Fix+ax]

X X+AX o

Abb. 8.3. x—f(x); x—F(x) ax
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Wir wollen nun die Fidche unter dem Graphen der Funktion f zwischen den Stellen x und
x+ Ax betrachten. Offensichtlich ist das unterhalb der Kurve liegende Rechteck f(x) - Ax
kleiner als die gesuchte Fliche und das oberhalb der Kurve liegende Rechteck
f(x+Ax) - Ax groBer als die gesuchte Flache. Am Graphen der Funktion F ist zu er-
kennen, daR die gesuchte Flache die Differenz der Funktionswerte an den Stellen
X+ Ax und x ist.

Die Flachenzunahme ist also F(x+ Ax) —F(x).

Damit 148t sich die Ungleichungskette schreiben:

f(x) - AxSF(x+Ax)—F(x) £f(x+Ax) - Ax

Nach Division der Ungleichung durch den positiven Wert Ax ergibt sich:

F(x+Ax)—F(x)
Ax

Geht Ax gegen Null, so gehen die Ungleichheitszeichen in Gleichheitszeichen uber, da
die auleren Glieder der Ungleichungskette gleich werden:

lim f(x+Ax)="f(x)

f(x) < < f(x+Ax)

Ax—Q

Damit gilt:

f(x) = lim —XFAXN=FO) ey (vgl 7.2.2).
Ax—0 AX

Das heilRt nun aber, daR F eine Stammfunktion von f ist. Somit ist gezeigt, dal® die
Flache unter einer Kurve durch eine Stammfunktion der Kurve, also durch Integration,
bestimmt werden kann. ‘

Fix)

Abb. 8.4. 7

Bei der Berechnung der Flache unter einer Kurve im Intervall [a, b] wird die Flache von
einem beliebigen, aber festen Anfangspunkt P, bis zur unteren Grenze a abgezogen von
der Flache vom Anfangspunkt P, bis zur oberen Grenze b. Die Integrationskonstante fallt
bei der Differenzbildung heraus:

A= tff(X) dx = [F(x)+C]b= F(b) +C—F(a)—C = F(b) — F(a)
Satz:

Das bestimmte Integral in den Grenzen a, b ist die Flache, die vom Graphen der Funktion f,
der x-Achse und den Ordinaten an den Stellen a und b eingeschlossen wird:

b B b
A= [f(x) dx=[F(x)] =F(b)—F(a)
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Beispiel: Gesucht ist die Flache zwischen dem Graphen der Funktion f(x) = 12 x24+2

und der x-Achse in den Grenzen a =-—1 und b=D5.

A= j( x+2) dx =[x +2x]

A= [125+10]_[-_---2]
125 45
A= —
12+10+12+2 2
1
A=22-FE
2
fix)

Abb. 8.5. xn—»%xz 42

8.1. Lésungen
1.a) F(x) =4x+C f) F(x)=VT2x2+C I} F(x)=—2cosx+C
b) F (x) = —3,5x+C g) F (x) =§x3+% x2—x+C  m) F(x) =asinx+C
c) F(x)=nx+C h) F(x)=—;—x5+%x3+C n) F(x) = —2cosx+sinx+C
d) F(x) =x3+C i) F(x) =%x2—]/§x+C 0) F(x) =3ex+C |
2. a) x+C d)32i+c o) t3+%+c p
b) -’%+C e) §t2+c h) sina—cosa+C

xS
c) ?+C f) —cosa+C . i) 2Inx+C



