3.9. Gleichungssysteme

Sind mehrere Gleichungen mit mehreren Variablen gegeben, so erhalt man ein
Gleichungssystem. Die Variablen sollen hier nur in der ersten Potenz vorkommen, man
spricht dann von einem System linearer Gleichungen. Die Definitionsmenge ist
D=R.

Beispiele: 1. x+3y=5

2x+y=4
2. 3x+2y+z=1
X+ y+z=4
2x— y+z=1
3. ax+by=c a, b, ¢, d, e und f sind Formvariable, x und y sind Lo-
dx+ey =f sungsvariable.

An Beispiel 1 sollen die verschiedenen Losungsverfahren aufgezeigt werden.

3.9.1. Das Gleichsetzungsverfahren

Beide Gleichungen werden nach derselben Variablen aufgelost und die entsprechenden
Terme gleichgesetzt.

x+3y=5 (1)
2x+ y=4 (2)
Durch Aquivalenzumformung ergibt sich:
x=5-3y (3)
_4-y
=72

Gleichsetzung:
4—y
5—3y=—
Y=73



Weitere Aquivalenzumformung fiihrt zu:
2(6-3y)=4-y

10-6y=4-y
10-4=6y—vy
6 = by
6
=— 4
- (4)
Lésungsmenge:
6
L{y) =43=
v ={3}
Einsetzen von (4) in (3) fiihrt zu:
6
X = 5—3 g
18 7
=5 -——"=L
X 5 5
Lésungsmenge:

-0

Da die Lésungselemente graphisch als Schnittpunkt zweier Geraden gedeutet werden
kénnen, schreiben wir die Lésungsmenge als Paarmenge.

i = {1}

3.9.2. Das Einsetzungsverfahren

Eine Gleichung wird nach einer Variablen aufgelést und der entstandene Term in die
andere Gleichung eingesetzt.

x+3y=5 (1)
2x+ y=4 (2)

Gleichung (1) wird nach x aufgelost:
x=5-3y (3)

Der entstandene Term T = 5—3y wird in Gleichung (2) fiir x eingesetzt:
2(5-3y)+y=4 '

10-6y+y=4
10—-4 =5y
6
Y =5 (4)
Losungsmenge:

(-9

Einsetzen von (4) in (3) fuhrt zu:

6 7
Lésungsmenge:
7
L(x)=3=
i {5}
Losungsmenge:

oo

Ly = {212}



3.9.3. Das Additionsverfahren

Beide Seiten einer jeden Gleichung werden mit solchen Termen multipliziert, daf® die
Koeffizienten™) einer Variablen entgegengesetzt gleich werden. Nach Addition der so
umgeformten Gleichungen bleibt dann nur noch eine Losungsvariable lbrig.

x+3y=5 1)
2x+ y=4 (2)

Multiplikation von Gleichung (1) mit T, = (—2) fihrt zu:
—2x—6y=—-10 (3)
2x+ y= 4 (2)

Addition von Gleichung (3) und (2) ergibt:

—by=-6
y=2
5
Losungsmenge:
6
to) = {3}

Multiplikation von Gleichung (2) mit T, = (—3) fiihrt zu:
—6x—3y=-12 (5)
x+3y= 5 (1)

Addition von Gleichung (5) und (1) ergibt:

—-bx= -7
.
5
| Lésungsmenge:
7
L(x) = {g}
Losungsmenge:

Lixiv) = {Zid)}

In vielen Fallen ist eine mehrmalige Anwendung des Additionsverfahrens zu aufwendig.
Man rechnet dann mit dem Einsetzungsverfahren weiter.
y eingesetzt in Gleichung (1) liefert:
6
_18
5

i~ o,

X =

Lésungsmenge:

-

*} Koeffizient (lat.): Faktor einer Variablen



3.9.4. Das Determinantenverfahren

Wir betrachten ein System von zwei Gleichungen mit zwei Variablen, in denen Form-
variable auftreten.

a;x+byy=¢, (1
ax+byy=c, (2)

Nach dem Einsetzverfahren erhélt man:
- b, —c,b,
a;b,—ayb,
@,C5 —a5Cy
" ayby—a,b,
Fir den Fall, da der Nennerterm T = a,b, —a,b, # 0 ist, ergibt sich als Lésungsmenge
L={(x1y)}.

Zur Abklrzung fithrt man Determinanten ein. Darunter versteht man ein Zahlen-
schema aus Reihen und Spalten, das folgendermaRen definiert ist:

1
D = 3\ =a,;b,—asb,
a

= C7 bz—C2b1

= a4C;—azC,

Wie man sieht, wird das Produkt der Hauptdiagonale und das Produkt der Neben-
diagonale gebildet. Der Wert der Determinante ist die Differenz der beiden Produkte.

Man kann dann fur die Losungsmenge schreiben:
D, _ Db,
D =D

Es ist noch zu klaren, was geschieht, wenn die Nennerdeterminante D =0 wird. Ohne
Beweis soll hier festgestellt werden:

D#0

1.Ist D=0 und D, oder D, ungleich 0, so hat das System keine Losung. Es liegt ein
Widerspruch vor.

Beispiel: x+ y=3 (1)
2x+2y =4 {2)
11 3 1 1.3
D= =0 D, = =2 D, = =2
2 2 4 2 2 4

Losungsmenge: L = 0.
Gleichung (2) ist aquivalent zu x+vy = 2; das steht im Widerspruch zu x+y = 3.



2. Ist D=0 und D, oder D, gleich 0, so hat das System unendlich viele Lésungen. Die
beiden Gleichungen sind dann linear abhéngig voneinander.

Beispiel: 2x+ y=3 1)
4x+2y =06 (2)
2 1 3 1 2 3
D= =0 D1 = =0 D2= =0
4 2 6 2 4 6

Losungsmenge: L = {(x|y)|ly =3 —2x},, 5

Gleichung (2) geht durch Multiplikation mit dem Term T = 2 aus Gleichung (1) hervor,
das hei3t, die beiden Gleichungen sind linear voneinander abhangig.

Lésung eines Beispiels nach dem Determinantenverfahren:

x+3y=5 (1)
2x+ y=4 (2)

D= >< =1-1-2:3=-5%0
D, = ></ =5-1-4-3=-7

X = = "7 = = =
5 Y

3.10. Gleichungssysteme mit drei und mehr Variablen

Grundsatzlich lassen sich Gleichungssysteme mit drei und mehr Lésungsvariablen mit den
aufgezeigten Methoden l6sen. Der Rechenaufwand nimmt mit jeder Variablen zu. Be-
sonders Ubersichtlich bleibt das Determinantenverfahren, das jedoch erweitert werden
muB. Es entstehen dreireihige, vierreihige Determinanten, die mit Hilfe des Entwick-
lungssatzes auf zweireihige zuriickgefiihrt werden missen.

Berechnung einer dreireihigen Determinante durch Entwicklung nach zweireihigen Un-
terdeterminanten:

81y 892 aq3
827 82 Aap3
831 832 dz3
Der erste Index gibt die Zeile, der zweite die Spalte an.

Beispiel: a,, ist das Element der zweiten Zeile und ersten Spalte.

Die zu dem Element a,, gehérige Unterdeterminante A,, erhdlt man als den Rest von
D, wenn die zu a,, gehodrige Zeile und Spalte gestrichen werden.

d12 a3
A21=

A3z a3z



Entwickiung der Determinante nach einer Zeile bedeutet nun, die Unterdeterminanten
der Zeile bilden, mit dem entsprechenden Element multiplizieren und die Summe dieser
Terme bilden. Das Vorzeichen der Summanden wird durch die Summe der Indizes be-
stimmt. Ist sie gerade, so ist der Summand positiv, ist sie ungerade, so ist er negativ.

Entwickelt man D nach der zweiten Zeile, so ergibt sich folgende Gleichung:

819 @2 A3 a.. a a.. a a,. a
D=|8p 8p 8o |=(~—a2)| "% 713 | 4+ (Fag) | " D13+ (—agg)| 't 07
A3 233 831 Qa3 dz1 az2
3¢ A32 Az
Loésung eines Beispiels nach dem Determinantenverfahren
3x+2y+z=1 m
X+ y+z=4 (2)
2x— y+z=1 (3)
D -Ds ~Ds
x= D y= D 2= D
3 2 1 1 2 1 3 1 1 3 2 1
D={1 1 1 D;,=14 1 1 D,=11 4 1 D;=}1 1 4
2-1 1 1-1 1 2 1 1 2-1 1

Entwicklung von D nach der zweiten Zeile:

3 2 1

2 1 1 2

D= | +—+—+ :+(—1)(_1 1| +(+1)]:23 1‘+(—1)|§_1!
2-1 1

—12=(=1))+(+1) B=2)+(—-1) ((-3)-4)
-3+1+7=5

1

Entwicklung von D, nach der dritten Zeile:

1 2 1
D= (4 1 1 =+(+1)|12 H—(—UH }|+(+1)H 12|
F=1+—1
=12-1)+1(1-4)+1(1-8)
=1-3-7=-9
Entwickiung von D, nach der ersten Zeile:
33—+
D=1 4 1| =+ | V] oy T sey| ! 8
> 1 1 1 1 21 2 1

=3(4-1)-1(1-2)+1(1-8)
=9+1-7=3

Entwicklung von D3 nach der zweiten Zeile:

3 2 1
2 1 3 1 2
Dy= |44 =—(+1))_1 1‘+(+1)]2 1l~(+4)‘§_1(
2-1 1
=3(2—(=1))+1(3-2)~4(~3—(+4))
=~ —3+1+28=26
b __9 D _3 -Ds _26
=7 5 '°D "85 ‘D 5



Aufgaben:

1. Suchen Sie die Losungsmenge folgender Gleichungssysteme (Definitionsmenge D = R):

a) x+y=3 e)%+%=7 i) 2x+4y+ z=6
x~y=1 x+2y+2z=4
LTS A 3x—8y~5z=—
6+8 8 X y—bz i
k} 3a+ b— c+ d=6
b) 2x+3y =0 f5+2=1 5 —2a- b-3c+5d=7
4x+y=1 2 6 a+ b+ c+2d=14
%+1:3_£ — a+3b+4c+ d=21
5 ) a— b+2c-3d=0
c) 3x—2y+1=0 g) Xx+y—-z=2 3a—-2b— c+4d=-5
4x—-5y+2=0 x—y+z=1 a— b+3c+5d=-7
—x+y-z=0 3a+ b+ ¢—-2d=0
d) 4x—y+1=0 h) 3x+2y— z=1
3x-y-1=0 2x  —4z=0
Xx+2y+2z=2
. Berechnen Sie den Wert folgender Determinanten:
1 3 0 11
3 4
D, = | 1 0 ' D, = |_16 grs ’ Dy= 4 1 6 D,= 4 16 7
1 1 0 3 6 8
1. ajy=—-3x+10 b)x = -2y + 14 y=—-x+1
y=—2x+7 x=3y—-11 y=2x-—73
2. a)y=—-24x+18 byx =35y +25 c)y= —3x—-25
y=—31x+ 32 x= —26y—306 y=x+35
P3. ayix+y=1 byx +%y=—1 oix+y=13
Ix+y=0 x—1y= -3} —3x+y=-5
»4. a)fx+y=1 byx +2y=3% o) itx +3y=13%
Ix+y=1% x—5y=-4% —%x +3y= -5
5. a) y=—Tx+19 b) 5x—4y = 10 c) x=3y+13
3x—4y =17 x=—2y+16 4x+y=—13
b 6. a) L6x + 3y =26 b) 15x + 17y = 1.3 o) L4x + L5y =21
14x +y = =26 x+06y =14 16x—y =24
»7. a)dx+y=0 b)x + 4y =4 Q) ix+ 3y =3
2x—4y=6 Ix—3y=>5 Ix—y =-3
8 ax+y=>5 b)7x +3y=35 c)3y—4x =8
x—y =3 2x—3y =13 3y+4x= -8
9. a)3x+2y=1 b)5x—2y =0 ) 1ly—9x =06
4x + 5y = —1 7x—3y=1 13y—7x =10
10. a)9x—8y =25 b) 7x + 12y =27 c) l6x + 13y =20
6x + 13}' = =20 11_\‘—8}’ = —65 12x—5y = —44
»11. a)12x-07y =32 b)14x—15y =359 c) 1.8x + 25y =9

09x + 04y = 6,1

1,6x + 25y = —59

24x + 3,5y =12




Aufgaben

—

a)2x1—3x2:3

X+ x;=4
3x; —x, =1
—X;+x,=3

b)

€)

—2x; — 2x,

. Gegeben sind die Gleichungssysteme

5%, —2x, = 35 0 X, + 2x; =
x; — 5x, = —85 4x; — 2x, =
Xy + 4x; =
=3

It

-3
-9

x3 =0

x;=0

2. Losen Sie die folgenden Gleichungssysteme:
2xq — X3 =1 Xy + x4+ x3=2
a) 2x; +4x, — x3=1 b) x;+x;+4x3=0
—x; +8x; +3x3=2 2X) — X3 —2x3 = =2
Xy + X3 + x3= 4 2x, + x3=95
o x; + 1+ Hx, + X3 =22 dy —x; + 6x, + 2x3 =5
x; + X3 +(1+Mx5= 0 X; — 9%, + 3x3 =10
2x; +4x, 4+ 3x3= 0
e) =3x; +3x, —10x; = =2
2x; —4x, + Sx3= —4
Aufgaben
1. Losen Sie, wenn moglich, die folgenden Gleichungssysteme:
) —3x, +1,5x, = 45 ) 2x; —3x, =3 ) 2x; + X,
2 6x; —3x, = -9 —4x; +6x, =6 6x; — 3x,
2. wie 1.:
X+ xp4+ x3=-2 X+ 2x;— x3= 6
a) xy +2x; — x3=—6 b)0,5x; + x, —05x3= 3
—2x; —4x, + 2x3 = —12 —2x; —4x; + 2x3=—12
3x; —Tx;+ x3=4 X1+ Xp+ x3= -2
) fx; +dx; —dx3 =1 &) x +2x— x3= 6
2x; — X+ x3=3 —2xy — 4%, +2x3 = —6
4x; — X+ x3=1 2x; — 3%+ x3= 2
€)3x; —2x, +3x3 =4 f) —d4x; + 6x; —2x3 = —4
2x; — 3x; + 5x3 =3 6x; — 9%, +3x3= 6
X, —ax; + Sx3=3 3x, —2x,+ x3= Tp
g) 5x, —2ax; =3 h) 5x, —px3; = —10p
8x, — 7x; + Tax; = 8a > +4x;= 1
1. Losen Sie die folgenden Gleichungssysteme:
Xy —3x; — x3=0 2x; — X3+ Xx3=0
a) 3x; —9x; —3x3=0 b) 3x; —Tx,+ x3=0
—2x; +6x; +2x; =0 12x; + 7x; —3x3=0
X; 4+ 2%, +3x3=0 X1+ X34+ x3=0 4x; + 4x, —
c) 3x; — X5 +2x3=0 d)y 5x;—3x,+ x3=0 €)5x; —16x;, +4x3;=0
—x; +2x;+ x3=0 —2x; —4x; —3x3;=0 X+ X; —
2. Wie 1.
2) 1,5x; — 3x, =0 b) X, + X, =0
—5x, +10x, =0 —2x; +2x,=0



