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1 Einfiihrung

Unvollstdndige Daten kénnen zum Beispiel durch das nicht vollstdndige Ausfiillen von Fragebogen auftreten. Antworten
konnen zufillig oder nicht zuféllig fehlen. So werden Angaben zum Arbeitsbeginn eher zufillig, Antworten zu Fragen zum
Gehalt, Trinkverhalten oder Drogenmifibrauch eher nicht zuféllig fehlen.

Auch technische Experimente in der Industrie fithren zu unvollstindigen Daten. So werden z.B. im Rahmen einer Qua-
litdtssicherung Lebensdauer— und Helligkeitsuntersuchungen von Gliithbirnen durchgefiihrt. Betreibt man eine Glithbirne mit
maximaler Helligkeit, so nimmt die Lebensdauer ab. Es ist also nicht moglich, mit einer Gliithbirne die maximale Helligkeit
und die maximale Lebensdauer zu bestimmen, da jeder Test fiir sich dem Testobjekt einen irreversiblen Schaden zufiigt.

In klinischen Langzeitstudien findet man unvollstédndige Daten beim sogenannten Drop—out [28, S. 2191f.]: Patienten fallen aus
der Studie. Dies kann z.B. durch Verziehen, Unfall oder Tod passieren. Drop-out kann durch organisatorische Mafinahmen
minimiert, jedoch nicht ausgeschlossen werden.

Bei der Datenanalyse von Giitern und Geldstrémen in der Wirtschaftswissenschaft kommt es vor, dafl einige Stromgréfien
nur vierteljihrlich gemessen werden, andere hingegen monatlich. Ein Beispiel dieser Kategorie ist das Arbeitslosengeld: Es
wird wochentlich bezahlt, die Fehlbetridge des Arbeitsamtes werden jedoch nur monatlich verdffentlicht. Auch hierbei liegen
unvollstédndige Daten vor, wobei allerdings beachtet werden muf}, daf die Daten in diesem Fall nicht zufillig fehlen [5].

Im folgenden wird, bevor auf Regression bei fehlenden Daten eingegangen wird, erst das lineare Regressionsmodell vorgestellt,
um die Variablenbezeichungen einzufithren. Bevor die Regressionsmodelle in der mathematisch kompakteren Matrixschreib-
weise préasentiert werden, wird die konventionelle Summendarstellung der Modelle vorgestellt, da diese fiir die Programmie-
rung auf Computern in Hochsprachen ohne Matrixunterstiitzung wesentlich einfacher zu implementieren sind. Die hierdurch
entstandenen Duplikationen bitte ich zu entschuldigen.

2 Lineares Regressionsmodell ohne fehlende Daten

Mit Hilfe der linearen Regression kann man Zusammenhiinge zwischen einer beobachtbaren abhingigen Variablen (Y') und
beobachtbaren unabhéngigen Variablen (X;, ¢ =1,...,K) beschreiben, sofern man diese Abhiingigkeit durch eine linea-
re Funktion beschreiben kann. Hierbei ist es unerheblich, ob man die Daten hierfiir erst transformieren muf3 oder nicht.
Beriicksichtigt man eine Zufallsvariable, die der linearen Funktion additiv iiberlagert ist, so erhélt man eine Regressionsglei-
chung der Form:

Y=0/mX1+...+ 0k X +U

Zielfunktion der linearen Regression unter Verwendung der Kleinste-Quadrate (KQ) Schitzung ist die Minimierung des
Quadrates des Fehlers der Regressionsfunktion. Als Fehler der t—ten Beobachtung wird definiert:

U = Yt — Yt

Hierbei ist y; der beobachtete Wert des Regressanden und g der durch die Regressionsgleichung mit den beliebigen Parametern
Bt, t=1,..., K prognostizierten Wert des Regressanden. Somit erhélt man fiir das Quadrat des Fehlers:

;= (g — U0) (e — 9¢) = (Y — Brxer — ... — Brwer)?
Die Summe der Quadrate ergibt sich bei N Samples zu:

o ) N K 2
S(Bo, Brs- -, Pr) =Y <yt —Bo— Zﬂk%k)
=1 k=1

Eine notwendige Bedingung fiir ein Minimum ist eine Nullstelle in der ersten Ableitung:

a S(BOvBlvv;BK) _ a S(BO?BM"')BK) o a S(BO)B}v?BK)

0B e B 0Bk

Man erhélt also die Gleichungen:

=0

Zivzl 20y — Bo — Brwr — ... — Brwg)(—1) =
SN2y = fo — By — ... — Brag)(—21) =0
: : : : =0
Zi\]:l 2(y — Bo— Prxy — ... — kak)(—xK) =0

Durch Umschreiben der Gleichungen erhélt man die Normal-Gleichungen.

BON+BIZ$1+-~-+BKZ$k:Zy
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Den Haken () iiber den Variablen tauscht man in ein Dach (*), wenn durch die Variablen die Losung beschrieben wird, die
die Summe der Fehler der Regression minimiert. Die allgemeinen Losungen der Normal-Gleichungen ergeben [11, S. 835];
[26, S. 44]:
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Hierbei sind: N N
Zi:l Xij vV — Zi:l Y

X =
J N N
Sur i (X — X)) (Vi - Y) P i (X = X5) (Xaw — Xi)
70 N-1 Tk N-1

Um eine moglichst kompakte Darstellung zu ermoglichen, kann man die Gleichungen auch in Matrixdarstellung aufschreiben.
Hierfiir empfiehlt es sich die erste Spalte der X-Matrix zu 1 zu setzen:

1z T1K

1 z9 Tok
X = .

1 IN2 ... INK

Somit kann man fiir die Summe der Fehlerquadrate (Zil(ﬁ)) unter Verwendung von § = X3 und @ = y — § schreiben:

N N
S(B) = Zﬂ? = Z(yy - Bll”jl T /31(93]1()2 =(y—XP)(y - Xp) =u'u

Ziel ist es, die Funktion S(f) zu minimieren. Dies geschieht durch Differenzieren und Nullsetzen der ersten Ableitung:
S(B)=(y—XB)'(y— XP) = (y' = ' X")y— XP) =9y - 20'X'y + F'X'X}3

O(S(B) _oly) LB X'y)  AFX'XP)

= 2X'y+2X'Xp3

a3 op op3 op

(S5 3 3
(a(Bﬁ)) s_p= —2X'y +2X'X3 =0 <= X'X3 =Xy

Somit erhalt man: R
f=XX)"'Xy

Im folgenden ist ein Beispiel der linearen Regression anhand von Daten aus der Biologie dargestellt. Fiir die Untersuchung
von Schlafeigenschaften bei Sdugetieren interessiert unter anderem das Gehirngewicht (Y in [g]). Dies soll unter Benutzung
der vorhandenen Daten fiir den Asiatischen Elephanten geschétzt werden, fiir den keine Daten zur Verfiigung standen. Die
Daten enthélt die Tabelle:



Gesamt- | Gehirn- | logo(G) | logyo(B) Regressions-
Saugetier gewicht gewicht X Fehler
(G) [ke] | (B) [g] X Y g Y —9)° 107 [g] B —10Y [g]
Elephant(Afr.) | 6654.0 5712.0 3.8231 3.7568 | 3.7416 | 2.310-10"% | 5515.8 196.2
Elephant(Asia) | 2547.0 X 3.4060 X 3.4284 | x 2681.6 X
Giraffe 529.0 630.0 2.7235 2.8325 | 29157 | 6.922-107% | 823.63 -143.6
Pferd 521.0 655.0 2.7168 2.8162 | 2.9108 | 8.949-107% | 814.25 -159.3
Kuh 465.0 423.0 2.6675 2.6263 | 2.8737 | 6.121-1072 | 747.60 -324.6
Gorilla 207.0 406.0 2.3160 2.6085 | 2.6097 | 1.440-10¢ | 407.09 -1.088
Schwein 192.0 180.0 2.2833 2.2553 | 2.5852 | 1.088-10"! | 384.73 -204.7
Mensch 62.0 1320.0 1.7924 3.1206 | 2.2165 | 8.174-10"! | 164.60 1155.4
Ziege 27.66 115.0 1.4419 2.0607 | 1.9532 | 1.156-10"2 89.780 25.22
Hase 2.50 12.10 0.3979 1.0828 | 1.1692 | 7.465-1073 14.762 -2.662
Ratte 0.280 1.90 | -0.5528 0.2787 | 0.4551 | 3.112-1072 2.8514 -0.9514
Maus 0.023 0.40 | -1.6383 | -0.3979 | -0.3601 | 1.429-1073 0.4364 -0.0364
Lt.br.Bat 0.010 0.25 | -2.0000 | -0.6021 | -0.6318 | 8.821-10* 0.2334 0.0166
Summe 1.056 - 10° 539.89
Graphisch dargestellt erhélt man:
Gehirn- und Gesamtgewicht (Sdugetiere) Regressionsfehler/g (ohne Mensch)
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Wie man aus der graphischen Darstellung von B iiber G sieht, eignet sich eine logarithmische Darstellung fiir eine lineare
Interpolation. Man setzt also:

X =

1 3.8231
1 2.7135
1 —2.0000

Einsetzen in die Formel 3 = (X'X)~1X'y ergibt:

Die lineare Regression liefert also als Schéitzung fiir das Gehirngewicht des Asiatischen Elephanten ein Gewicht von 1

2681g.

B=(8

g=(1 3.4060) <

)

3.7568

2.8325

—0.6021

.8703
7511
Somit ergibt sich § = xﬁ, oder als Funktionsgleichung geschrieben § = [3116 + ﬁo.

Benutzt man die lineare Regressionsgleichung zur Interpolation des Wertes fiir den Asiatischen Elephanten mit 2547kg
Gesamtgewicht (log(G) = 3.4060) erhélt man

0.8703
0.7511

) = 3.4284

03.4284

g:



3 Homogenitétstest

Durch Homogenitétstest mufl man kliaren, ob signifikante Schichtungseffekte im Datenbestand vorliegen, die zu einer Verzer-
rung fithren [Toutenburg(1992), 199]. Mittels des y?>-Tests kann man u.a. eine Hypothese iiber die gemeinsame Verteilung
zweier Merkmale testen. Von besonderer Bedeutung ist hierbei die Uberpriifung auf Unabhiingigkeit zweier Merkmale (x?-
Unabhingigkeitstest) [13, Chp. 12.3.3]; [30, S. 555ff.]:

Als Nullhypothese wird hierbei die Unabhéngigkeit der Merkmale formuliert. Hieraus folgt, dal bei Nichtablehnung der Null-
hypothese eine Abhéngigkeit der Merkmale statistisch nicht nachgewiesen werden kann und bei Ablehnung der Nullhypothese
eine statistische Abhéngigkeit, bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von « (Signifikanzniveau) der Merkmale vorliegt.

Die TestgroBe x? berechnet sich aus absoluten Hiufigkeiten nach

T S 2
ey y )
i=1j=1 e
Hierbei bezeichnet die ho;; die Haufigkeit der beobachteten Auspragungen eines Merkmals x; und y;; he;; sind die bei
Unabhéngigkeit der Merkmale zu erwartenden Héufigkeiten. Formal geschrieben sind hoi; = h(x4,y;), heij = +h(x:)h(y;),
mit h(w;) = 3351 (i, y5), h(y;) = 22y Plai, y;) und N =370, 375 h(wi,y;). Sind erwartete Haufigkeiten f.;; bei einem
Unabhéngigkeitstest kleiner als 5, so sind Spalten oder Zeilen so zusammenzufassen, dafi jedes he;; > 5 wird [Gruber(1993),
12.3]. Einige Autoren meinen, dal man Zeilen oder Spalten nur zusammenfassen muf}, wenn ein h;; < 1 [30, S. 550].
Die Annahmegrenze ergibt sich aus der y?-Verteilung mit v = (r — 1)(s — 1) Freiheitsgraden und einem Signifikanzniveau a.

1 T, 1
2 —5t
= —— t 2 e 20dt
Xy(x) ov/2] (%) /0\ €

Dieses Integral ist nicht elementar 16sbar. Numerische Niherungen kann man Tabellen entnehmen [19, S. 37f.]; [12, S. 460]
oder von Taschenrechnern/Computern approximieren lassen [17].

Ist x2 < x2, so wird die Nullhypothese abgelehnt. Es liegt also mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von « (Signifikanzniveau)
eine statistische Abhéngigkeit der Merkmale vor.

Als Beispiel sei eine Untersuchung angegeben, bei der die Zahl der pro Tag gerauchten Zigaretten und die Todesrate durch
Lungen— oder Bronchialkrebs untersucht wurden [20], wie in [31, S. 429] zitiert]. (Dafl Zigarettenrauch auch cancersse Ent-
artungen in anderen Geweben als den Untersuchten hervorruft, wurde aufler acht gelassen, kann jedoch nicht vernachléssigt
werden [10, S. 811]; [22, S. 664].

Zahl der Totesfille / Personenjahre Beob.

. Raucher
Alter Nichtraucher (1-2 Pack. /Tag)
35-44 0/ 35200 4/ 40600
45-54 0/ 15100 10/ 12800
55-64 25/214000 245/103000
65-74 49/171000 194/ 50000
75+ 4/ 8490 7/ 1270
Total: 78/443790 460/207670

Die Nullhypothese sei, da8 die Todesfille unabhéngig vom Rauchen sind. Damit he;; > 5, also jede der erwarteten
Héaufigkeiten grofler gleich 5, miissen Zeilen zusammengefafit werden:

Zahl der Totesfille / Personenjahre Beob.
. Raucher
Alter | Nichtraucher (1-2 Pack. /Tag)
35-64 25/264300 259/156400
65+ 53/179490 201/ 51270
Total: 78/443790 460/207670

Somit erhélt man fiir die erwartete Haufigkeiten h.;; Werte:

Erwartete Haufigkeiten (he;;)
] Raucher
Alter | Nichtraucher (1-2 Pack./Tag)
35-64 34.51 2214
654 36.83 217.2




Somit ergibt sich x2 = 15.74. Mit einem Signifikanzniveau o = 0.05 und der Zahl der Freiheitsgrade v = (2 - 1)(2 - 1) =1
ist x? = 3.84. Also:

X <3
Die Nullhypothese wird abgelehnt: Mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% ist die Zahl der Todesfiille abhéngig von den
Rauchgewohnheiten.
Setzt man nur he;; > 1 voraus [Wonnacott(1990), 550], so miissen nur die ersten beiden Zeilen zusammengefafit werden.
Man erhilt x2 = 18.89. Bei einem Signifikanzniveau o = 0.05 und v = (4 — 1)(2 — 1) = 3 ist x? = 7.81. Auch in diesem Fall
ist ¥ < x2, und die Nullhypothese wird abgelehnt.
Ein Problem koénnte sich jedoch daraus ergeben, dafl nicht jede der Altersklassen mit der gleichen Héufigkeit in der Untersu-
chung vertreten ist. In dem folgenden Graphen ist die relative Anzahl der Personenjahre, die fiir die einzelnen Altersklassen
beobachtet wurden, dargestellt.

Relative Verteilung der Beobachtungen
. Raucher
Alter Nichtraucher (1-2 Pack. /Tag)
3544 0.0793 0.1955
45-54 0.0340 0.0616
55-64 0.4822 0.4960
6574 0.3853 0.2408
75+ 0.0191 0.0061

Graphisch dargestellt ergibt sich die Tabelle zu:

05 + . Nichtraucher
g  Rucher
X 04 +
3 03+
T
— 02 T
o

35-44 45-54 55-64 65-T4 75+
Alter/Jahren

Aus der relativen Verteilung erkennt man, dafl die Raucher—-Gruppe in den Altersgruppen 35 — 44 und 45 — 54 relativ
mehr Personenjahre auf sich vereinigt, wohingegen sie in den anderen Altersgruppen relativ weniger Personenjahre besitzt.
Hieraus wird klar, dafl ein Vergleich der akkummulierten Sterberaten von 78/443790 ~ 0.1758/1000 fiir Nichtraucher bzw.
460/207670 ~ 2.215/1000 fiir Raucher kein unverzerrten Schétzer fiir die Auswirkungen des Rauchens ist. Um die Daten
dennoch vergleichbar zu machen, fithrt Woolson eine Standardisierung und Anpassung der Haufigkeiten ein [31, S. 428ff.].
Die standardisierten H&ufigkeiten werden mit 7" bezeichnet, der Index 0 bezeichne die Nichtraucher und der Index 1 die
Raucher: N N

TO — ; nzO];i/;Enzl Ti0, Tl — ; nlO]\j:Enzl i
Wobei n;; fiir die Zahl aller Beobachtungen angibt, die gemacht wurden, um die Haufigkeit h,;; zu erhalten; r;; = hoij/ni;
bezeichnet die relative Haufigkeit und Ny, = Zi\;l(mo +ny1). T ist also die Todesrate der Standardpopulation.
Fiir die Differenz der beiden angepafiten Hiufigkeiten erh&lt man:

Y n, +n;
To-Th :Zu(rz’o_ril)
AR

Unter der Annahme, daf8 750 und r;; mit po; = p1; unabhéngig binomial verteilt sind, und da8 (n;o + n;1)/Nx nicht zuféllig
sind, wie im Falle sehr grofier Populationen, so ist die Varianz von Ty — T} [Woolson(1987), 435]:

N 2 _ _
52 :Z (nori—nu) 7 (1 — 7)) (nio + ni1) . M
o) i=1 Ns 1i0Mi1 T nig+na



Die TestgroBe x2 errechnet sich dann zu:
o (T —T1)?

* =2
T(1o-T1)

Die TestgroBe x?2 folgt einer x2-Verteilung mit einem Freiheitsgrad (v = 1).

Wendet man die obigen Formeln auf das Raucherbeispiel an, so erhiilt man bei der Berechnung folgende Zwischenwerte: (Es
wurde nicht mit der Sterbehdufigkeit (ho;;, sondern mit der Uberlebenshéufigkeit hgij = n;; — hei; gerechnet.)

Zwischenwerte der Berechnung

Alter noj nij h6] T0; hllj r1j fi(l — fi)
35—44 35200 40600 35200 | 1.0000 40596 | 0.9999015 | 5.276766 - 10~°
45-54 15100 12800 15100 1.0000 12790 0.9992188 3.582945 - 10~4

55-64 | 214000 | 103000 | 213950 | 0.9997664 | 102755 | 0.9976214 | 9.297334 -10~*
65-74 | 171000 50000 | 170951 | 0.9997135 49806 | 0.99612 1.098339 - 103
75+ 8490 1270 8486 | 0.9995289 1263 | 0.9944882 | 1.125779-1073

Mit Hilfe dieser Zwischenwerte berechnet man leicht:
To = 0.999682, Ti =0.997299, Ty — T1 = 0.002383

~2 _ -9
U(T()*Tl) = 67443 - 10

Somit ergibt sich:
X2 = 832.9

Mit einem Signifikanzniveau o = 0.05 und einem Freiheitsgrad v = 1 erhélt man x? = 3.8415. Somit ist
X<l

Die Nullhypothese wird auch hier abgelehnt: Mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% ist die Zahl der Todesfille abhingig
von den Rauchgewohnheiten.

4 Statistische Methoden bei fehlenden Daten

4.1 Missing—Data—Mechanismen

Eine ignorierbare Nichtresponse liegt stets dann vor, wenn die fehlenden Daten zuféllig fehlen, also die beobachteten Werte
eine zufillige Stichprobe der Gesamtstichprobe sind.

Um die Begriffe der Missing—Data—Mechanismen néher zu erldutern, gehen wir von einer bivariaten Stichprobe (X,Y) aus,
wobei angenommen wird, dafl X vollstindig beobachtet wurde, wihrend Y fehlende Werte aufweist. Durch Umordnung kann
man ohne Beschriankung der Allgemeinheit ein sogenanntes monotones Pattern erzeugen. Hierfiir werden die n vollstéandigen
Samples zuerst geschrieben, und die unvollstdndigen N — n Samples am Schlu8.

Man kann somit schreiben:
_ X _ [ Ye
w=(x) = (1)

Hierbei ist X, (c: fiir complete) der Teil der Matrix X, der die vollstéindigen Daten enthilt (n x K Matrix), und X, ist der
Teil von X, der unvollstindige Datensétze enthélt. Entsprechendes gilt fiir den y—Vektor.
Die Wahrscheinlichkeit der Response von Y kann auf verschiedene Weisen von X und Y abhingen [27, S. 201]:

(i) sie hidngt von Y und X ab
(ii) sie hingt von X, aber nicht von Y ab
(iii) sie ist unabhéngig sowohl von X als auch von Y

Im Fall (i) sind die Daten weder MAR (missing at random) noch OAR (observed at random). Somit ist der Missing-Data—
Mechanismus nicht ignorierbar.

Den Fall (i) kann man beim Bestimmen von chemischen Konzentrationen vorfinden. Sind bei einigen Datensétze die Kon-
zentrationen kleiner als die mit dem entsprechenden Gerdt mefibaren, so fehlen die Daten nicht MAR, da nur kleine Kon-
zentrationen fehlen.

Im Fall (ii) sind die fehlenden Daten MAR. Hieraus folgt, dafl die beobachteten y—Werte y,ps nicht notwendiger Weise
eine zufilllige Stichprobe von y bilden. Innerhalb der durch die X—Werte definierten Klassen bilden sie jedoch zufillige
Stichproben.



Als Beispiel fiir diesen Fall sei eine Untersuchung iiber die Zartheit von tiefgefrorenem Truthahnfleisch angefiihrt: Das Fleisch
wird vor dem Verarbeiten und Tieffrieren auf Zartheit untersucht und entsprechend einer Punkteskala markiert (X). Von
Interesse ist jedoch die Zartheit (Y') nach dem Auftauen der Truth&hne. Wéhrend der Lagerung werden die als besonders
zart markierten Zubereitungen gestohlen, so daf fiir diese Tiere die Zartheit nach dem Auftauen (Y) nicht mehr bestimmt
werden kann. Die Response von Y ist MAR, da der Prozef}, der den Verlust verursacht hat, eine Funktion von X ist, jedoch
nicht von Y, obwohl X und Y wahrscheinlich voneinander abhiingen [29, S. 221].

Im Fall (iii) sind die fehlenden Daten MAR und die beobachteten Daten sind OAR, so daf die fehlenden Daten MCAR
(missing completely at random) sind. Somit bilden die Daten y.ps eine zuféllige Stichprobe von y = (Yobs, Ymis)-

In den Fiéllen (ii) und (iii) ist der Missing-Data—Mechanismus bei Verfahren auf der Basis der Likelyhoodfunktion ignorierbar,
im Fall (iii) auch bei Verfahren auf der Basis der Stichprobe [27, S. 201].

4.2 Nutzung der vollstindigen Fille (complete—case analysis)

In der complete—case Analysis streicht man alle unvollstéindig beobachteten Zeilen der Datenmatrix. Hierdurch erreicht man
das gleiche, wie durch Auffiillen der fehlenden Werte mit neutralen Werten [14, S. 82]. Dies setzt voraus, dal der Anteil
der unvollstdndigen Datensétze im Verhéltnis zu den vollstindigen vernachléssigbar ist und, dafl auch keine Blockbildung
im Missing-Pattern vorliegt. Durch Homogenitétstests mufl man klédren, ob durch das Weglassen von einzelnen Datenzeilen
signifikante Schichtungseffekte vorliegen, die zu einer Verzerrung (Selectivity Bias) fiihren.

Daf diese Priifung sinnvoll ist, zeigt sich z.B. in einer Untersuchung an vollstdndigen Daten, bei denen durch Zufall einige
Datenwerte geloscht wurden. In fast allen Fillen lieferte die complete—case Analysis ein Ergebnis, das besser mit den Werten
der vollstandigen Datenreihe iibereinstimmte. Nur in den Féllen, in denen es viele unvollstéandige Datensétze gab, oder die
fehlenden Werte MAR waren, lieferten die Auffiillmethoden bessere Ergebnisse. Eine vollstéindige Ubersicht der Versuchsliufe
ist in [14] angegeben.

4.3 Imputationen fiir fehlende Daten (fill-in methods)

Unter Imputation versteht man das Auffiillen der unvollstindigen Teilmatrix X,. Da der fehlende Wert unbekannt ist, mufl
immer mit einer Abweichung von Imputation zum Originalwert gerechnet werden. Dies kann fiir die durchgefithrte Analyse
so starke Auswirkungen haben, da§ das Ergebnis zum groiten Teil nur von der Wahl der Imputationen und nicht mehr von
den wirklich beobachteten Daten abhéngt [27, S. 199]. Die Moglichkeit von so gravierenden Auswirkungen ist deshalb beim
Auffiillen der Matrix X, zu beachten und durch systematisches Verindern der Imputationen zu testen.

Man unterscheidet verschiedene Arten von Imputationen [27, S. 199]; [29, S. 224f]:

e Hot—Deck Imputation
e Cold—Deck Imputation
e Mean Imputation

e Regression (Correlation) Imputation

Multiple Imputation

Unter Hot-Deck Imputation versteht man das Einsetzen von realisierten Werten der betreffenden Variablen. Es treten in
der aufgefiillten X—-Matrix also nur numerische Werte auf, die auch tatséchlich beobachtet werden kénnten. Ein solches
Imputationsverfahren ist zum Beispiel dann sinnvoll, wenn der Wertebereich fiir die aufzufiillende Variable nicht stetig oder
beschrankt ist.

Als Cold—Deck Imputation bezeichnet man das Einsetzen eines konstanten Wertes aus einer externen Quelle fiir die fehlende
Variable. Dies kann zum Beispiel eine Konstante der Population sein, wie das mittlere Alter der weiblichen Population. Es
handelt sich hierbei also um eine Imputation, die die fehlenden Werte mit Konstanten auffiillt, die keine direkte Verbindung
zu den beobachteten Werten hat, also auch andere Fehler und Erfassungsgrundlagen besitzt.

Mean-Imputation bezeichnet das Einsetzen des Stichproben— bzw. Spaltenmittelwertes in der fehlenden Variablen. Es wird
der Mittelwert der betreffenden Spalte iiber alle vorhandenen Werte berechnet, also nicht nur iiber die von X.. Bei univa-
riaten Verteilungen ist der Stichprobenmittelwert der beste Schiitzer fiir den Mittelwert [9]. Es wird also mittelwertsneutral
aufgefiillt.

Bei der Regressions Imputation wird die Korrelationsstruktur innerhalb der X.—Matrix ausgenutzt. Es wird nicht nur
die Korrelation innerhalb der betreffenden Spalte der X.—Matrix benutzt! Die fehlenden Datenwerte werden mittels der
klassischen Regression vorhergesagt. Hierbei ist zu beachten, dafl die Regressionkoeffizienten nur aus der X .—Matrix gewonnen
werden, also der Trend in den vollstdndigen Daten auf die unvollstindigen Daten iibertragen wird [29, S. 224]. Damit dies
sinnvoll ist, muf} sichergestellt sein, da} die vollstindigen Daten représentativ fiir die gesamte Datenmenge sind. Es ist in
jedem Falle ein Homogenitéitstest (sieche oben) durchzufithren. Weiterhin muf sichergestellt sein, dafl zwischen den Spalten
der X—Matrix keine zu grofie Korrelation besteht, da in diesem Fall die klassische Regression nicht angewandt werden darf [4,
S. 173fL]; [15, S. 204].



Die Daten in der folgenden Tabelle stellen jeweils das Gewicht und die Gréfle von ménnlichen Jugendlichen im Alter von 9
und 18 Jahren dar [29, S. 52]. Die fehlenden Daten fiir die achtzehnjdhrigen werden jeweils mit den angegebenen Methoden
aufgefiillt.

Sample Gewicht Liange Gewicht Linge
Nummer 9 Jahre 9 Jahre 18 Jahre 18 Jahre
[kg] [em] [ke] [em]
1 41.5 139.4 110.2 179.0
2 31.0 144.3 79.4 195.1
3 30.1 136.5 76.3 183.7
4 34.1 135.4 74.5 178.7
5 24.5 128.9 55.7 171.5
6 29.8 136.0 68.2 181.8
7 26.0 128.5 78.2 172.5
8 30.1 133.2 66.5 174.6
9 37.9 145.6 70.5 190.4
10 27.0 132.4 57.3 173.8
11 25.9 133.7 50.3 172.6
12 31.1 138.3 70.8 185.2
13 34.6 134.6 73.7 178.4
14 34.6 139.0 75.2 177.6
15 43.1 146.0 83.1 183.5
16 33.2 133.2 74.3 178.1
17 30.7 133.3 72.2 177.0
18 31.6 130.3 88.6 172.9
19 33.4 144.5 75.9 188.4
20 29.4 125.4 64.9 169.4
He 31.98 135.93 73.92 179.21
oc 4.73 5.72 12.30 6.66

Hot-Imputation Cold-Imputation Mean-Imputation Regression-Imputation

Gewicht Linge Sample Gewicht Linge Gewicht Linge Gewicht Liange

[kg] [cm] No. [kg] [em] [ke] [em] [ke] [cm]

1* 30.2 135.8 65.6 . x 183.7 ( 3) x 175 x 179.21 x 179.31

2% 31.1 139.9 66.4 . X 185.2 (12) X 175 x 179.21 X 184.20

3* 27.6 136.8 . 182.4 57.3 x (10) 70 x 73.95 x 63.41 x
4* 32.3 140.6 . 185.8 88.6 x (18) 70 x 73.95 x 72.54 x
5* 29.0 138.6 . . 64.9 169.4 (20) 70 175 73.95 179.21 65.22 183.75
6* 31.4 140.0 . . 88.6 172.0 (18) 70 175 73.95 179.21 69.88 184.55

Fiir die Schitzwerte der Regressionskoeffizienten erhélt man folgende Werte:

12.98 47.99

71.86 21.50
N —0.6627 A 2.684 A
Bg1s = , Bus = , Bg1s18 = 2.243 —0.3967
1.315 ~1.910 e o
0.1186 1.111 ’ :

Hierbei bezeichnet ,églg den Schétzwert fiir den Regressionskoeffizienten fiir die Schétzung des Gewichtes bei 18 jahrigen
in Abhéingigkeit des Gewichts als neunjihriger, der Linge als neunjihriger und der Lénge als achtzehnjihriger. Dement-
sprechend bezeichnet 39187118 die Schatzung des Regressionskoeffizienten bei achtzehnjiahrigen fiir Gewicht und Linge, wobei
Gewicht und Léange als neunjihriger die unabhéingigen Daten sind.

In der Multiplen Imputation wird durch wiederholte Imputation und Auswertung jedes vervollstindigten Datensatzes eine
Variabilitat in der Zielgrofe erreicht. Aus diesem Variabilititsbereich wird die endgiiltige Zielgrofie z.B. durch Mittelwerts-
bildung berechnet [23].

4.4 Verfahren auf der Basis von Modellen

Die Grundidee besteht in der Faktorisierung der Likelihood—Funktion nach der Beobachtungs— und Fehlendstruktur, so dafl
iterative Verfahren, beginnend mit den vollstdndigen Daten, eine schrittweise Maximierung der gesamten Likelihoodfunktion
erméglichen [18].

4.5 Vergleich der Imputationsverfahren

Afifi und Elashoff haben die verschiedenen Methoden, die man bei einfacher Regression benutzen kann, niher untersucht
und festgestellt, daf§ keine der bekannten Methoden iiber alle Datensétze immer die besten Ergebnisse erzielt [1]. Allgemein
gefafit fanden sie heraus, dafl die Mean Imputation fiir Datenreihen am besten ist, die sehr gering miteinander korreliert
sind. Die complete—case Analysis soll am besten fiir Daten mit geringer Korrelation sein und die Regression Imputation fiir
stark korrelierte Daten.

Fiir die multiple Regression stellte Haitovsky folgende Bauernregeln auf [14, S. 80:

e Die klassische Methode, also die complete—case Analysis, sollte gewéihlt werden, wenn der Anteil der unvollstéindigen
Daten an der Gesamtdatenmenge gering und nicht zu sehr {iber die multivariaten Beobachtungswerte verteilt ist.
Weiterhin sollte keiner der paarweisen Korrelationskoeffizienten zu grof3 sein.
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e Die Regressionsimputation sollte benutzt werden, wenn eine Variable mit fehlenden Werten stark mit einer Variablen
mit nur wenigen fehlenden Datenwerten korreliert ist.

4.6 Fehlende Daten in der Y-Matrix

Ein praktisches Beispiel, das zu einer unvollstindigen Y-Matrix fiihrt, ist das folgende [21, S. 523fL.]:

Man habe eine Anzahl von p verschiedenen psychologischen Tests, die entworfen wurden, um das Abschneiden von Studen-
ten in ihrem ersten Studienjahr vorherzusagen. Die Zahl der Studienanfinger, die zu Beginn des Semesters an den Tests
teilnehmen sei N;. Am Ende des Schuljahres sei eine Erfolgsskala der Studenten verfiighbar. Aus diesen Daten kann man die
Mittelwerte der einzelnen Tests p und die Covarianzmatrix der Tests bestimmen.

Die Sinnhaftigkeit eines der Tests p kann mit Hilfe der Korrelation zwischen Erfolgsskala und der durch den Test gemachten
Vorhersage beurteilt werden. Wenn der néichste Jahrgang von Ny Studienanfingern den Test absolviert, stehen Ny zuséitzliche
X—-Werte zur Verfiigung. Betrachtet man diese Werte als Stichproben einer p+ 1—-variaten Verteilung (p psychologische Tests
und die Erfolgsskala), so handelt es sich um unvollsténdige Daten, da das Abschneiden der Studenten am Ende des Semesters
noch nicht bekannt ist. Es fehlen also Y—Werte.

Die zweite Gruppe von Stichproben stellt eine Basis fiir die Schiatzung der Kovarianzen zwischen den Testergebnissen dar.
Da die Kovarianzen in den Gleichungen fiir die Regressionskoeffizienten auftreten, stellt sich die Frage, ob man nicht die Vy
und Ny Samples zusammennehmen koénnte, um eine bessere Schiitzung der Regressionskoeffizienten zu erhalten, als dies nur
mit den N7 Samplen moglich wére.

Bei kontrollierten Experimenten, wie klinischen Studien in der Pharmakologie oder technischen Laboruntersuchungen, wird
die X-Matrix durch gezielte Versuchsplanung festgelegt und die Systemantwort Y beobachtet. Die fehlenden Werte werden
also eher in der Systemantwort Y, als im Versuchsplan auftreten. Somit ist es, selbst wenn fiir die Daten MCAR-~Annahme
gilt, vorteilhafter, mit einem aufgefiillten Y-Vektor die Standardanalyse balanzierter Modelle durchzufiihren, als mit einem
kleineren complete—case Datensatz zu arbeiten [Toutenburg(1992), 203]. Falls der Versuchsplan z.B. vollsténdig gekreuzt ist,
wiirde die Beschriankung auf den complete—case Datensatz zu Schwierigkeiten bei der Interpretation fithren.

Beschrankt man sich auf den bivariaten Fall und setzt eine unabhéngige Normalverteilung der Werte von X und Y, so kann
man fiir die Momente der Verteilung folgendes ableiten [16, S. 84ff.]; [2, S. 200f.]:

Seien z und y unabhéngig voneinander normalverteilt und seien pu, und p, die Mittelwerte, o2 und o2 die Varianzen und
p = 04y/(050,) der Korrelationskoeffizient, so kann man die Dichtfunktion als n(x,y | g, ty; 03,05; p) schreiben. Sowohl
abhéngige wie unabhiingige Variable (z,y) werden in n Fillen beobachtet, nur die abhiingige Variable (y) in N — n Fillen.
Die zweidimensionale Verteilung von x und y kann man als Produkt der Grenzdichte von z und der bedingten Dichte von
y | « schreiben [12, S. 62]; [16, S. 84fF.]:

0@,y | o, py; 0%, 05:p) = n(x | E(X),07) -nly | BY | 2),07,) = (@ | pe,0%) -0y | v+ Byaw, 03,)

Hierbei sind o
E(Y |2) = py = pt(z =), oy, =oy(l—p?) (2)

x

woraus folgt:
po
V= y — 6ym/~bm7 ﬁym = “ (3)

O

Somit kann die Likelihood-Funktion wie folgt geschrieben werden:

n N N n
[ n@ivi | moomyio?io0) ] il weno?) = [[ e | a0 [[ 0t | v+ Byozi, 02),) (1)
i=1 i=n+1 i=1 i=1

Die Maximum-Likelihood-Schétzung (ML-Schétzung) von y, 02, v, 3, und Uzlr sind die Werte, die Formel (1) maximieren.

Ein Maximum in Bezug auf p, und o2 erhilt man durch die Maximierung von Hf\il n(x; | pe,02). Hieraus erhilt man die
bekannten ML-Schétzer einer univariaten Normalverteilung von N Beobachtungen:

1 & 1 &
ﬂw:j:ﬁ;xi’ &izﬁizzl(%—j)

. 2 . . n . . 2 . . . .
Um (1) in Bezug auf v, 8y, und 0, ZU maximieren, mufl man [[:" n(y; | v+ ﬁyle,cfylx) maximieren. Man erhilt die
Regressionsparameter:

B - Z?=1(yi — ) (v — T")
- iy (5 — 3%)?
o i (=)= B Y (s — 2)?
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Wobei z* = %Z?:l x; und y* = % >, yi. Die ML-Schétzer fiir p,, 05 und p erhélt man durch Auflésen der Gleichungen
(2,3)
po.

x

indem man v =0, By, = Byw und Uilx = 65‘30 setzt. Also:
i + Bye(Z — Z7)
) A . X X 1 n R A 1 n B
B = O b P5E= 6t 0t = S i g B (02— 2 Y (e )
i=1 i=1
Oy

5 Regression bei fehlenden Y-Werten
5.1 Analysis of Variance (ANOVA)

Yates schlug fiir das Auffiillen der N —n nicht beobachteten Y-Werte folgende Methode vor [32]: Man unterteilt den Datensatz
in einen vollstandigen, bei dem keine Y-Werte fehlen (Index c: complete), und einen unvollstdndigen (fehlende Werte durch
Asterix (%) gekennzeichnet) und sortiert — ohne Beschréinkung der Allgemeinheit — um:

Yobs _ Xc €c
()= () ()

Man schétzt 8 aus dem vollstéindigen Submodell gem#f b, = (X’ X.) "t X yops. Der fehlende Teil des Y-Vektors besteht aus
N — n Elementen, die entsprechend der klassischen Vorhersage ;s = Xib. geschitzt werden. Fiir die Quadratsumme der
Residuen kann man jetzt schreiben:

=3t = ety -xar—xo = () - (%)) ((3) - (%))

Als Summe geschrieben erhélt man:

n N
SB) =y — =B+ Y (9 — i)
=1 1=n—+1

Der erste Summand (3" (y; — 2}3)?) wird minimal fiir 8 = b.. Der zweite Summand (Zf\;n+1(gl — 2}3)?) wird fiir 8 = b,
Null, da §pmis = Xibe. Somit ist b, der KQ-Schétzer im nach Yates aufgefiillten Modell.
Die Schiitzung fiir 02 ohne fehlende Daten lautet

. 1 .
0'72nis = n— K Z(yl - %‘)2

t=1
Die Auffiilllmethode nach Yates liefert
n ~ N ~ ~ N
52 _ 21:1(311' - yi)2 + Zi:n+1(yi - yi)2 _ Z?:l(yi - Z/z‘)2
Yates N _ K N _ K

Somit ist 6%,,., < 62,5, d.-h. die Varianz ist verzerrt und wird bei der Methode nach Yates unterschitzt. Durch Multiplikation
mit (N — K)/(n — K) muf} korrigiert werden:

9 o N—K >0 (yi—0:)?
Omis = OYates n—K - n—K

Wendet man diese Formeln auf die Daten der Sdugetiere aus obiger Tabelle an, so erhélt man:

1.056 1.056
Vates = 73 —5 = 0:0960, &7, = To— =0.1056

Wie bereits erwartet, wird mit der Methode nach Yates die Varianz unterschétzt.
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5.2 Analysis of Covariance (ANCOVA)

Um den Korrekturfaktor fiir die Varianz in Yates” ANOVA zu eleminieren, schlug Bartlett die folgende Methode vor, die als
Bartlett “s ANCOVA bezeichnet wird [3, S. 147ff.]:

e jeder fehlende Wert wird durch eine beliebige Schiitzung (guess) aufgefiillt: s — Jmis-

e es wird eine N x (N — n) —Indikationsmatrix Z als Kovariable eingefiihrt, die n—Nullzeilenvektoren fiir vollstéindige
Beobachtungen und N —n Vektoren ¢ fiir unvollstédndige.

Die Z-Matrix hat somit folgendes Aussehen:

0 0 0 0
0 0 0 0
Z=11 0 0 0
010 0
00 0 ... 1

Uber die Kovariable wird ein zusitzlicher Parameter v, ein N — n x 1-Vektor eingefiihrt und mitgeschiitzt:

(%"’bs) =Xﬂ+Zv+e:(X,Z)(§>+e

Ymis

Fiir die KQ-Schéatzung von (g) minimiert man:

n N
SB.Y) =D (i =28 —07)>+ D (§i—aif— )’
=1 i=n—+1

Der erste Summand wird fiir ﬁ = b, minimal, der zweite wird fiir ¥ = @mis — Xi«be Null. Somit ist | . be
Ymis — X* bc

KQ-Schétzung von (’3 >

Wiéhlt man entsprechend der Yates Methode ;s = Xib., so wird 4 = 0. Die Einfiihrung der Variable ~y, an deren Wert
man gar nicht interessiert ist, hat den Vorteil, dal die Zahl der Freiheitsgrade bei der Schitzung von o2 gleich N minus der
Anzahl der geschitzten Parameter, also N — K — (N —n) =n — K, ist. Das heifit, wir erhalten einen unverzerrten Schitzer
fiir o2

2 D (i — 4)?

=52 =

~2
g mis n—K

6 X-Missing

Im Folgenden wird davon ausgegangen, dafl ein Datensatz von N Beobachtungen von K + 1 Variablen vorliegt und zwar in
der Form, dafl
fY | X1,..., XKk) ~ N(Bo+ B1X1+ ...+ Bx Xk, 07)

Um die klassische Regressionsfunktion (siche oben) so zu erweitern, dafi sie auch in den Fillen gilt, in denen in den un-
abhéngigen Variablen Datenwerte fehlen, fiihrt man folgende Bezeichnungen ein:

Sei W;; eine Indikatorfunktion, so dafl W;; = 1 falls X;; beobachtet wurde und W;; = 0 falls X;; nicht beobachtet wurde.
Man geht davon aus, dafl die fehlenden Daten zuféllig, also unabhéingig voneinander fehlen. Hieraus folgt, dal die gemeinsame
Verteilung irgendeiner Menge von Ws das Produkt der Wahrscheinlichkeit der einzelnen Indikatorfunktionen ist. Die Zahl
der Daten fiir die X; beobachtet wurde, kann man wie folgt schreiben:

N
Ny =) W
i=1

Die Zahl der Datensétze, in denen sowohl X, als auch X}, beobachtet wurden, ergibt sich zu:

N
Nji = Z Wi; Wik

=1
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Der Mittelwert von X;, der auch den beobachteten Werten von X; basiert ergibt sich zu
N
Z W X, = izt Wi Xss
= ijhij = N
Zi:l Wij

Der Mittelwert von X, der auf den Werten von X basiert, fiir die sowohl X, als auch X} beobachtet wurden, errechnet
sich zu

J(]

>isy Wiy Wi X
N
2 iz WiiWi
Der Mittelwert von Y fiir die Daten, bei denen X; beobachtet wurde, ist

N

. 1

Xjir) = N > WiWinXij =
=1

. W, Y;
Yi) = ZWUY Zzl: ; VVJ
i=1 "Vij

Durch Analogschlufl mit dem linearen Regressionsmodell ohne fehlende Daten erhélt man:

N _ _

5 2= WiWie (X — Xgn) (Xie — Xegw)

Ok = N —1 ) Js 7é 0
Jjk

LY WXy — X)) (Y — V)
750 = N —1

Setzt man fiir 65 6, und fiir 6,9 6,0, so kann man fiir die Regressionskoeffizienten schreiben:

A K
Bi=>.
k=1

Q>

kO .
, J#0
ik

Q>

50:Y_

BiX;i)

M-

Il
_

J

Hieraus errechnet sich die Kovarianzmatrix zu [11, S. 837f.]:

K K N
A4 Olm Ny — 1

CovBpP) =082 D = N N = 1)

=1 m=1

Jik#0

Fiir die Schitzung von Cov(ﬁj, B ) braucht man eine Schétzung fiir o2, die man durch Analogschlufl zum Fall ohne fehlende
Daten erhilt: p

N -1 A A2 2 Zii1(yl_y)2
e—m(aoo—Zﬁjaao), 00 =""N_71

j=1

2

Q>

6.1 Der Fall K=2

Beschriankt man sich auf den Fall K = 2, so erhélt man fiir den Fall ohne fehlende Daten:

A 020'11 a ~ 0'20'12
V(h)=—2—, —— e Cov(B, ) = ——
(B1) (Nia— 1D V(B2) = (Nia— 1D v (51, B2) (Nia— 1D

Wobei D = 611622 — 62,. Es wurde (Nyz — 1) und nicht (N — 1) benutzt, da die Schiitzung nur auf vollstéindigen Daten
beruht.

Bei fehlenden Daten in der X-Matrix erhélt man fiir K = 2 die folgenden Gleichungen:

é 022010 — 012020 _ 022010 — 012020
17 2 2 2 2 - 2
011022 — 012012 D
é 011020 — 012010 _ 011020 — 012010
y = =

@» |

011022 — 012012
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Hierbei ist D = 611695 — 6212. Die Varianzen und Covarianzen erhilt man aus obiger Formel fiir die Covarianz:

A 22 2 N R
V(B1) = = 7722 N <011022 +6212( L2l ))

Py P, PP

A 026 6110 . 1 2P
V(ﬁ2>: eV11 < 11 22+0_212( 12 )>

pN—1)\ P P PP,
A A 22 N N . P
CO'U(ﬂlaﬂQ) = —= co1 <0;1;22 - &QIQP? )
D2(N —1) 1175 1172
Hierbei sind N1 N1 N .
p =1 — 2= =2 —_p+P-1
1 N_1° 2 N_1° 12 N1 1+ 1

Es ist zu beachten, dal P, + P> > 1, da wenigstens eins der X fiir jeden jeweiligen Datenwert beobachtet wurde.

Fiir groBe Datensétze fithrt man als Effektivitét fiir ﬁAZ im Verhéltnis zu 3; folgenden Quotienten ein:

V( Ai)
(8;)

=

<

Im Falle K = 2 erhalt man durch einfaches Einsetzen:

A . L PP
Eﬁ(ﬁl) - P12 <P2 + r2 (1 Pu))

1—r2
A 1 P1P2
Eff(B3) = 5—
(B2) Pio <P1 + 112;2(1 — P12)>
Die Variable r wird als Populationskoeffizient der Korrelation zwischen X; und X5 bezeichnet und ist definiert durch:
~2
r= 12
011022

Wie man leicht sieht, werden die Effektivitdten von B ; und ﬁg am grofiten, wenn r = 0. In diesem Falle gilt:

P 2 Py

?127 Eﬁ(62) =

Eﬁ(él) = = P*12

Mit steigendem r werden die Effektivitdten kleiner.

Von besonderem Interesse ist der Fall, in dem Eﬁ(ﬁl) > 1. Setzt man diese Bedingung in die Gleichung fiir Eﬁ(@l) ein, so
erhélt man:

2 P(1 - Py)
T Pia(1 = Pi2) + (1 - Py)
2 Pi(1- 1)

~ Pio(1 = Pi2) + Pi(1 - Py)

Zu beachten ist, dal P, und P> nicht gleichzeitig Null sein diirfen, da sonst der Nenner in obigen Ausdriicken Null wird.
Fiir den Fall P, = P, = P erhilt man:

2
<
" =Ep_2

(05<P<1)

Hieraus liest man ab, da§ immer wenn 72 < 1/3 und P; = P, = P, Eff(j3;) > 1. Selbstverstindlich gibt es auch in diesem
Fall Werte von 72 die GroBer als 1/3 sind, bei denen immer noch Ejj"(/é’l) > 1 gilt, sofern P < 1.

In den meisten Fillen interessiert nicht primér die Effizienz der Schétzer fiir die Regressionskoeffizienten, sondern die Effizienz
der Schitzung fiir den Output Y. Fiir den Fall ohne fehlende Daten erhélt man:

Y:Y+le1+32$2, (Ej:Xj—Xj

V(Y)=V(Y) + 22V (31) + 22V (Ba) + 2x122C00(31, B2), da Cou(Y,5;) =0
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Einsetzen der entsprechenden Definitionsgleichungen liefert:

o1 $1$2012>

Im Fall mit fehlenden Daten sei 12/ die Vorhersage fiir den Schétzer von Y. Man erhélt:

Y=Y+ B + oo, 256) = Xj = X
Nach [11, S. 839] ergibt sich fiir die Varianz:

VY)=V(Y)+ xf(l)V(ﬁAl) + xg(z)V(B2) + 2961(1)332(2)6’011(31,32), da lim

j—00

(Cov(?,@)) =0

Einsetzen der Definitionsgleichungen liefert:

2 22,629 5114 22, 511 A A
V()= Oc 1421 22(011022 an(i 2P 4 2@ 01102 sz(i _ 2P12))_
D2 Py P, PP D2 P, P PP

2x1(1)x2(2)312 311622 _0_2 P12 )
D2 PPy PP

Die relative Effektivitiit von Y zu Y sei definiert durch:

Eff(Y) =

Nach Einsetzen der entsprechenden Gleichungen erhélt man:
Plpg((l — 7"2) + 212 -+ Z22 — 27‘2122)
Piz (PP(1=12) + 23 Py (122)(1 = Pi2)) + 23 (P + (252) (1= Pra)) — 221 2,505

Eff(V)=

Mit Z2? = 2?/0;;. Die Effizienz wird maximiert fiir Z; = Z = 0, also wenn die Schitzung durch Regression benutzt wird,
um Y bei X; und X5 zu schétzen. In diesem Punkt ist Eﬁ”(Y) =1/Pis.
Wenn Z; = Z; und beide im Verhiltnis zu (1 — r2) grof sind, so ist
X 2P Py(1 47
B () = Sha
Plg(Plg(l + 27’) + 1)

1 1 P127P1P2
I el
- 2 2\Pi,-PP

Dieser Ausdruck ist grofler als 1, wenn

Damit der Nenner nicht Null wird, diirfen wieder P; und P, nicht beide gleich 1 sein. Eff (1;') > 1 gilt immer dann, wenn
r > —0.5.

Fiir den Fall K = 3 hat Edgett [8] einen maximum Likelihoodschétzer fiir eine trivariate normalverteilte Population mit
fehlenden Daten in einer Variablen abgeleitet. Auf eine ausfiihrliche Darstellung wird hier aus Platzgriinden verzichtet.

6.2 Fehlende X—Werte in Matrixschreibweise

Ye Xc €c €c 2
()= (&) (). (2)~oe

Das Submodell ohne fehlende Daten ist y. = X.0 + €., wobei Rang(X.) = K. Das Submodell mit fehlenden Daten ist
Yy« = X0 + €. Hierbei ist zu beachten, dafl y, vollstindig beobachtet ist, X, jedoch unvollstindig, aber es gibt in X, noch
Beobachtungen (X, # X5, wobei in X,,;s keine Beobachtungen vorliegen (mis: missing)).

Bei diesem aus zwei Submodellen zusammengesetzten Modell handelt es sich um ein mixed Modell, (auch Aitken Modell
genannt) [25, S. T736]; [27, S. 207]. Wesentliche Voraussetzung fiir die folgende Losung ist die Unkorreliertheit der beiden
Zufallsprozesse, also:

Man fiithrt folgende Bezeichnung ein:

E(ec€l)=0

16



Somit gilt:

£(i) er=o(5 1)

Folgender Satz liefert die Losung fiir das mixed Modell [5, S. 319]; [27, S. 142]:

Im Mixed Modell
()= (x)s+(2) (&)~0en

hat die beste lineare erwartungstreue Schétzung von (3 die Gestalt
B(X.) = (X[ Xe+ X1X) T (X ye + XLya) = be + S XL (In + XS X0) 7 (e — Xibe)
mit R
V(B(X.) = o*(Sc +8.)7
Hierbei sind

be = (X! X) ' Xy, S.=X'X., S.=X.X.

Ein Beweis findet sich in [24]. Es sei angemerkt, daf b. der Schétzer fiir das vollstindige Modell ist. Fiir den Fall, da§ o
nicht bekannt, so kann man es schitzen:

o T 0? () ()~ (o ()

N-K N-K

Wobei E ein N-Zeilen Einsvektor ist.

Die relative Effizienz eines Schéitzers zu einem anderen kann man im Gegensatz zu obiger Definition von Eff auch iiber den
mittleren quadratischen Fehler definieren [25, S. T736]:

MSE(3) = E((B = 8)(3 — B)') = Cou(B) + (bias(8B))(bias(B))
Seien Bl und Bg zwei gegebene Schétzer von (3, dann ist Bg ein besserer Schétzer, dann und nur dann, wenn
MSE(BI) - MSE(BQ) >0

Ein Effizienzkriterium (eff )kann man daraus durch Division mit MSE(j3,) erhalten: (3 ist ein besserer Schiitzer, dann und
nur dann, wenn: R
s s MSE
eff (Br. ) =~
MSE(Ba)
Durch das Einfithren von Wichtungen in den unvollstdndigen Daten kann man das Mixed-Modell zum Weighted—Mixed-
Modell erweitern [25, S. T736f.].

Als Beispiel sei eine pharmakologische Untersuchung angefiihrt, bei der es darum geht, die Dosis eines Pharmakons festzustel-
len, die ein Versuchstier nicht mehr iiberlebt. Normalerweise werden diese Dosen auf das Gesamtgewicht des Versuchtstiers
bezogen angegeben. Dies ist nicht immer sinnvoll, da die meisten pharmakologischen Substanzen in der Leber abgebaut wer-
den. Die Effizienz des Abbaus ist also eher eine Funktion des Lebergewichtes. Somit miifiten die Dosen auf das Lebergewicht
bezogen angegeben werden. Ganz ohne Einflufl ist das Korpergewicht bei der Bestimmung der totlichen Dosis jedoch nicht,
da bei groflerem Korpergewicht mehr Fliissigkeit zum Verdiinnen der applizierten Substanz vorhanden ist, die Konzentration
im Korper also geringer ist. Die Rohdaten sind in der folgenden Tabelle zusamengefaflt. Die fehlenden Daten sind aufgrund
eines experimentellen Fehlers zustandegekommen: Die Leber wurde ohne Wiegen weiterverarbeitet.
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Ratte Gesamt- Leber- Lethal-
Nummer gewicht gewicht Dose
(G) [g] (H) [g] (L) [ng]
(1) 176.0 6.5 0.40
(2 176.0 9.5 0.55
(3) 176.0 8.9 0.52
(4) 200.0 7.2 0.51
(5) 167.0 8.9 0.57
( 6) 188.0 8.0 0.47
() 195.0 10.0 0.57
(8) 176.0 8.0 0.51
(9 165.0 7.9 0.52
(10) 158.0 6.9 0.42
(11) 148.0 7.3 0.44
(12) 149.0 5.2 0.39
(13) 163.0 8.4 0.49
(14) 170.0 7.2 0.45
(15) 186.0 6.8 0.47
(16) 146.0 7.3 0.40
(17) 181.0 9.0 0.56
(18) 149.0 6.4 0.44
lin. Reg.
Lebergew.
(H) [g]
(19) 190.0 x 0.53 8.554
(20) 179.0 x 0.50 8.050
(21) 147.0 x 0.47 7.624
(22) 153.0 x 0.44 7.057
(23) 157.0 x 0.42 6.679
(24) 160.0 x 0.53 8.665
(25) 188.0 x 0.49 7.836
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Fiir die Korrelationskoeffizienten erhilt man:

corr(G, H) = 0.47,

8 .
Lebergewicht (Hi/g

corr(G, L) = 0.57,
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Aufgrund der Scatterplot und der Korrelationskoeffizienten kann man festhalten, dafy die maximale Dosis mehr vom Leber-
gewicht, als von Korpergewicht abhéngt. Weiterhin ist die Abhéngigkeit von Kérpergewicht zu Lebergewicht eher gering.
Fiir den complete—case Fall errechnet man:

K 4.842-1072 ) 5.349-107% —2.781-107°> —7.269-107° X
B(X)=18318-107* |, V(B(X.)=| —-2781-10"° 2.274-1077 —1.416-1076 |, V(Y)=8.071-10"*
3.770 - 1072 —7.269-1075 —1.416-10"%  4.056-1075

Fiir die Analyse mit fehlenden Daten mufl man die fehlenden Daten durch eine geeignete Imputation auffiillen. In der Tabelle
mit den Rohdaten sind bereits die durch lineare Regression geschétzten Werte angegeben. Mit ihnen erhilt man:

. 5.682 - 102 ) 1.474-1072 —7.039-10~5 —3.437-10~4 .
B(X.,)=]6501-107% |, V(B(X,)=[-7039-10"5 6.063-10~7 —4.192-107% |, V(¥V)=6.038-10"*
4.058 - 102 ~3437-107% —4.192-10~¢  1.361-10~*

Die Effektivitdt Eff berechnet sich zu

V(Y) 8.071-107*
v(y) 6038 10~

Eff (f’) = =1.337

Die Schétzung unter Beriicksichtigung der fehlenden Daten ist also unter dem gewé#hlten Effektivitétskriterium (Verhéltnis
der Varianzen) Effektiver, als das ohne Beriicksichtigung der fehlenden Daten.

6.3 Standardverfahren bei unvollstingiger X—Matrix

Zum Auffiillen der fehlenden Werte der X-Matrix konnen selbstverstindlich die im Abschnitt 4.3 (Imputationen fiir fehlende
Daten) gemachten Imputationsarten benutzt werden. Es mufl nur fiir den jeweiligen Datensatz, bzw. jede Datenspalte die
Sinnhaftigkeit der jeweiligen Imputationsart gepriift werden.

Man kann sich auch auf eine complete—case Analysis beschriinken, also in der Regressionsberechnung nur die Datensétze
ohne fehlende Samples beriicksichtigen. Voraussetzung hierfiir ist allerdings, dafl der Prozentsatz der vollstindigen Daten
im Verhéltnis zu den Vollsténdigen nicht zu grof ist, und dafl die Daten MAR sind, also keine Schichtungseffekte auftreten.
Das Regressionsmodell reduziert sich dann zu:

B = Sc_lXéyc = (XéXc)_lxéycv V(BC) = 0255_1 = Uz(Xt/;Xc)_l

7 Abschluf

Die in dieser Arbeit zusammengestellten Methoden zur Behandlung von Datensdtzen mit fehlenden Daten wurden durch
nicht immer optimalen Bespiele veranschaulicht. Dies liegt zum einen daran, daf3 die meisten Methoden ohne Beispiele
verdffentlicht wurden, zum anderen, dal wenn Beispiele angefiihrt wurden, diese so unvollstindig dargestellt wurden, daf3
man den Rechengang nicht verfolgen kann. Um das geschilderte dennoch mit anschaulichen Daten zu unterlegen, wurde
Daten aus anderen Verdffentlichungen auf die darzustellenden Methoden iibertragen. ( Nennenswehrte Ausnahmen sind
Weisberg [29] und Woolson [31]. Dies konnte nicht immer ohne einen Verlust an Klarheit geschehen. Dies bitte ich zu
entschuldigen.

Zum Abschlufl eine Warnung: Trauen Sie niemals einem Coputerprogramm, wie man mit den fehlenden Daten umzugehen
hat. Der Programmierer des Programms konnte beim Erstellen die Einzelheiten Ihres Problems gar nicht kennen und die
Default—Analysen des Programms sind mit Sicherheit fiir Thre Daten nicht addquat.
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