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Die Summe einer Folge von ganzen Zahlen

CARL FRIEDRICH GAUSS (1777 - 1855) wird oft als einer der genialsten Mathematiker aller Zeiten bezeichnet. Tatsächlich sind seine Beiträge zur Welt der Zahlen und des Rechnens ebenso vielfältig wie bedeutsam. Gauß war vielleicht der letzte Rechenkünstler, der durch seine Arbeit die Mathematik noch als ein stringentes System begreifen konnte, in dem die scheinbar völlig zusammenhanglosen Phänomene nur verschiedene Formen derselben Prinzipien und Bausteine sind.

Von dem Schüler Gauß wird folgende Anekdote erzählt: 

Der Lehrer hatte einmal in der Mathematikstunde keine große Lust, seinen Unterricht attraktiv zu gestalten. Daher gab er den Schülern eine Rechenaufgabe, von der er annahm, sie würde die ganze Zeit der Unterrichtsstunde ausfüllen. Jeder Lehrer weiß natürlich, dass diese Taktik immer funktioniert. Außer wenn in seiner Klasse ein Schüler sitzt, der die Fähigkeiten eines Carl Friedrich Gauß hat. Und das kommt nicht oft vor.

In diesem Falle ist es jedoch so gewesen. Der Lehrer gab den Schülern diese Aufgabe: 

Berechne die Summe aller ganzen Zahlen von 1 bis 100.

Und gerade als sich der Lehrer hingesetzt hatte, um in Ruhe bis zum Pausenklingeln die Zeitung zu lesen, da - so heißt es - warf ihm der junge Gauß die Rechentafel mit der Lösung aufs Pult: 5050.

Das war umso erstaunlicher, als das Ergebnis nicht nur richtig, sondern die ganze Rechnung kaum zwei Zeilen lang war.

Gauß hatte sich von zwei möglichen Rechenweisen für diejenige entschieden, welche in jedem Fall die kürzere und damit bessere ist, nämlich die Berechnung mittels einer Formel. Die andere Rechenweise ist die numerische Berechnung, bei der man das Ergebnis nach einer Vielzahl von Einzelrechnungen erhält.

Gauß hatte sich überlegt, dass man anstatt die Zahlen der Reihe nach zu addieren, sie sozusagen immer an den beiden Enden der Folge addieren kann, also statt 1 + 2 + 3 + ... 

+ 100 rechnete er (1 + 100) + (2 + 99) + ... + (50 + 51). Er erhielt genau 50 zweiteilige Summen, von denen jede = 101 betrug. Daher konnte er auch multiplizieren: 50 mal 101 = 5050. 

Es ist stets der Wunsch der Mathematiker, solche Berechnungsformeln zu finden, die man Algorithmus nennt. Denn es gibt keinen kürzeren Weg, um die Lösung zu finden als den Algorithmus, vorausgesetzt er stimmt. Für viele mathematische Aufgaben gibt es entweder keinen Algorithmus oder einen, der zu kompliziert und undurchschaubar ist. Und manch einen hat man auch noch nicht entdeckt. 

Seitdem es elektronische Rechner gibt, kann mangels eines Algorithmus eine numerische Berechnung durchgeführt werden. Hätte es zu Gauß' Zeiten schon elektronische Rechner gegeben, dann hätten die Schüler ein BASIC Programm schreiben können, das mittels einer Programmschleife auch die Lösung 5050 gefunden hätte.
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Natürlich ist der Algorithmus immer wertvoller als eine numerische Berechnung. In der Praxis sind beide völlig gleichbedeutend. Es ist wie der Unterschied zwischen der Musik, die jemand selbst mit seinen Händen auf dem Klavier spielt und der Musik, die jemand mit einem Sampler aus Klaviersequenzen zusammensetzt. Das Ergebnis kann in beiden Fällen hervorragend sein, aber nur eins davon ist wirklich bedeutend.

Carl Friedrich Gauß war ein Meister im Finden von Algorithmen und gesetzmäßigen Formeln. Die Berechnung der Summe einer Folge von ganzen Zahlen hat er allerdings nicht als erster auf diese Weise ausgeführt.

Im 8. Jahrhundert lebte und wirkte in Westeuropa ein Mann mit Namen ALKUIN von YORK. Er war ein Gelehrter und Geistlicher, der unter Karl dem Großen Leiter der Palastschule in Aachen war und später Abt des Klosters in Tour. Alkuin gilt als Autor eines Lehrbuch mit dem lateinischen Titel Propositiones ad acuendos iuvenes (Aufgaben zur Schärfung des Geistes der Jünglinge).

Eine dieser Aufgaben lautet:

Eine Leiter hat 100 Sprossen. Auf der ersten Sprosse sitzt eine Taube, auf der zweiten Sprosse sitzen zwei Tauben, auf der dritten drei Tauben usw. bis zur hundertsten Sprosse. Wieviel Tauben sind es insgesamt?

Alkuin gibt (ausnahmsweise) bei dieser Aufgabe auch einen Lösungsweg an. 

Von der ersten Sprosse, auf der eine Taube sitzt, nimm diese weg und setze sie zu den 99 Tauben auf der 99. Sprosse. Insgesamt sind das 100. Nimm die 2 Tauben von der 2. Sprosse zu den 98 auf der 98. Sprosse, es sind wieder 100. Rechne so weiter. Die 50. Sprosse hat kein entsprechendes Gegenstück, auch die 100. Sprosse nicht. Fasse alles zusammen und du findest 5050 Tauben, nämlich 49 mal 100 + 50 + 100.

Vergleicht man beide Lösungswege, dann sieht man, dass Alkuins Lösung irgendwie bildhafter ist und mit einem bestimmten Handlungsschema vorgeht, während bei Gauß die reine algebraische Sichtweise vorherrscht. Beides sind Möglichkeiten, um zu einem richtigen Ergebnis zu kommen.
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Aus dem 11. Jahrhundert stammt ein Algorithmus zur Berechnung solcher Summen.

a) Ist die letzte Zahl der Folge gerade, dann gilt
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b) Ist die letzte Zahl ungerade, dann gilt
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Diese Regeln waren übrigens schon im 2. Jahrhundert vor der Zeitrechnung bekannt. Sie gelten allerdings nur für lückenlose Folgen, die mit 1 beginnen. 

Darüberhinaus sollte es doch auch möglich sein, die Summe einer Zahlenfolge zu berechnen, die ein beliebiges Anfangs- und Endglied hat. Wenn b das Endglied und a das Anfangsglied ist, dann gilt für solche Folgen die Formel:
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In der Excel Datei Summenformel-2 kann man beliebige solcher Folgen berechnen. Das Ergebnis wird sowohl mit einer Programmschleife als auch mit der Summenformel berechnet. Diese Berechnungen sind eine Art Zahlenspielerei, mit der man gewissen Eigenschaften der Zahlen auf die Spur kommen kann.
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