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Polynomdivision

Aufbau und Bezeichnung von Polynomen

Ein Polynom ist , wörtlich übersetzt, ein mehrgliedriger Ausdruck, also ein mathematischer Ausdruck mit mehreren Zahlen oder Variablen und deren Verknüpfung durch Rechenzeichen.

Für Polynome wird folgende allgemeine Form gebraucht.
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Diese Form soll kurz erläutert werden.
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In der allgemeinen Form wird als Koeffizient der Buchstabe a verwendet, als Variable der Buchstabe x. Allgemeine Form bedeutet, dass keine tatsächlichen (konkreten) Zahlen auftreten, sondern nur allgemeine Symbole für mögliche Zahlen.
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Der Koeffizient hat in der allgemeinen Form eine tiefgestellte Nummer, die der Index heißt. Die Variable hat eine hochgestellte Nummer, die der Exponent (einer Potenz) heißt. In der allgemeinen Form werden Index und Exponent mit dem Buchstaben n bezeichnet.
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Ein Polynom wird immer so geschrieben, dass seine Summanden der Größe nach stehen, links angefangen mit dem größten. Die Größe eines Summanden wird bestimmt durch seinen Exponenten. Weil der Exponent die entsprechende Potenz anzeigt, kann  man auch sagen, die Summanden sind nach fallenden Potenzen geordnet. Die größte Potenz steht immer ganz links.

Beispiel 1

                                   3. Potenz    2. Potenz    1. Potenz    0. Potenz
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Die 1. Potenz einer Zahl ist immer die Zahl selbst, also ist die 1. Potenz von x  =  x. 

Die 0. Potenz einer Zahl ist immer 1, also ist die 0. Potenz  von x  =  1. Dementsprechend werden die beiden rechten niedrigsten Potenzen so geschrieben:
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Die Bezeichnung eines Polynoms richtet sich nach der größten Potenz, das Beispiel ist also ein Polynom dritten Grades. Allgemein spricht man von einem 






Polynom n-ten Grades.

Bei einem Polynom können auch Potenzen nicht besetzt sein. Hier sind z.B. 3. und 2. Potenz nicht besetzt.

Beispiel 2
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Natürlich kann ein Koeffizient auch ein Bruch sein.

Beispiel 3
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Polynome als Gleichungen und Funktionen

Weil ein Polynom eine Summe oder ein Ganzes darstellt, kann man ein Polynom auch als Gleichung schreiben. Dazu wird dem Polynom auf der rechten Seite der Gleichung ein Summenwert zugeordnet.

Beispiel 4
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Ebenso kann man ein Polynom auch als Funktions-Gleichung auffassen

Beispiel 5
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Diese Schreibweisen werden gebraucht, wenn die Nullstellen einer Funktion ermittelt werden, also die Punkte auf der x-Achse, wo der Graph der Funktion die x-Achse schneidet (oder berührt).

Bei der Nullstellenermittlung wird die Gleichung oder Funktions-Gleichung  = 0 gesetzt und dafür die entsprechenden x-Werte berechnet.

Beispiel 6
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Polynomdivision

Bei der Polynomdivision entsteht aus einem Polynom höheren Grades ein Ausdruck mit einem Polynom niedrigeren Grades. Im Grunde wird bei der Polynomdivision ein Polynom durch ein anderes Polynom dividiert.

Der Divisor bei der Polynomdivision hat meistens die allgemeine Form
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Hinweis: die allgemeine Form des Divisors stellt eine Subtraktion dar. Durch entsprechende Vorzeichen kann der Divisor aber durchaus auch wie eine Addition aussehen.

Eine Polynomdivision sieht immer so ähnlich aus:

Beispiel 7
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Allgemeiner Rechenweg für die Polynomdivision

Die Polynomdivision wird schrittweise ausgeführt, wobei in jedem Schritt dieselbe Rechenoperation mit jeweils anderen Werten ausgeführt wird.  In jedem Schritt werden folgende Rechenoperationen ausgeführt:

a) Das erste Glied des Dividenden (Ausgangs-Polynom) wird durch das erste Glied des Divisors dividiert. Das Ergebnis ist das erste Glied des Ergebnis-Polynoms.

Hinweis: Durch die Division verringert sich der Exponent des Ausgangs-Polynoms jeweils um 1 im Ergebnis-Polynom.

b) Das Ergebnis aus a) wird mit dem Divisor multipliziert, das entspricht einer Probe-Rechnung.

Hinweis: Weil es sich besser damit rechnen lässt, werden oft beim Ergebnis der Probe-Rechnung die Vorzeichen gewechselt.

c) Das Ergebnis aus b) wird vom Ausgangs-Polynom subtrahiert.

Hinweis: Weil es sich besser rechnen lässt, wird das Ergebnis aus b) mit gewechselten Vorzeichen addiert.

d) Das Ergebnis aus c) wird als neues Ausgangs-Polynom für den 2. Schritt der Polynomdivision genommen und die Rechnung beginnt wieder mit a).

Hinweis: Bei mehrmaliger Wiederholung dieser Rechenoperationen in jedem Schritt verkürzt sich das Ausgangspolynom soweit, bis bei der Division entweder (meistens) ein Rest bleibt, oder die Division ohne Rest aufgeht.

Beispiele auf den folgenden Seiten
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Beispiel 8
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c)
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Beispiel 9
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Beispiel 10
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Anwendung von Polynomdivisionen

Polynomdivisionen werden hauptsächlich angewendet, um Nullstellen von Funktions-gleichungen zu ermitteln. Nullstellen sind die x - Werte für die Stellen, wo der Graph einer Funktion die x - Achse schneidet (oder berührt). An diesen Schnittpunkten ist der y - Wert der Funktion immer  = 0. Nullstellen sind wichtig, um die Eigenschaften einer Funktion festzustellen.

Die Polynomdivision nutzt die allgemeinen Gesetzmäßigkeiten der Division. Bei jeder Division wird ein Dividend durch einen Divisor geteilt, das Ergebnis ist ein Quotient.

                                         Dividend    :    Divisor   =   Quotient

Die Division kann auch umgekehrt ausgeführt werden und stellt dann eine Multiplikation dar.


                                         Quotient         Divisor    =  Dividend
     

     

                                           Faktor            Faktor    =   Produkt

Hat man als Ergebnis der Polynomdivision ein Polynom niedrigeren Grades erhalten, dann kann man den Divisor zum Faktor machen. Man führt praktisch die Probe-Rechnung durch.

Beispiel 11
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Der Divisor, der zum Faktor geworden ist, nennt man dann: Linearfaktor. Daher kann man allgemein sagen 

Jedes Polynom kann durch Polynomdivision in das Produkt aus einem Polynom (niedrigeren Grades) und einem Linearfaktor zerlegt werden.
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Um die Nullstellen einer Funktionsgleichung mittels Linearfaktoren zu ermitteln, gibt es meistens ein kleines Problem. Wie bereits gesagt, hat der Divisor der Polynomdivision für die Nullstellen-Ermittlung die allgemeine Form
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Die Rechnung funktioniert nur, wenn das   
[image: image58.wmf]x
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  selbst schon ein x - Wert für eine Nullstelle ist. Deshalb kann man für die allgemeine Form auch schreiben
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Damit muss aber ein Wert in den Divisor eingesetzt werden, der eigentlich durch die Polynomdivision erst gefunden werden soll. Weil jedoch Funktionen höheren Grades mehrere Nullstellen haben, ist die Anwendung der Polynomdivision dennoch sinnvoll.

Das erste   
[image: image60.wmf]x

0

   wird bei diesen Rechnungen meistens einfach durch Probieren gefunden. Manchmal sieht man einer Funktion eine Nullstelle auch schon an, so wie man einem Menschen seine Schwachstelle ansieht.

Im folgenden Beispiel werden die 3 Nullstellen einer kubischen Gleichung ermittelt. Eine Nullstelle wird dabei durch Probieren gefunden, die beiden anderen mittels Polynomdivision. 
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Die erste Lösung für diese Gleichung ist:  
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Nun wird 1 in den Divisor für die Polynomdivision eingesetzt und die Division nach dem bekannten Schema ausgeführt.
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Die Polynomdivision lautet also mit Ergebnis
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Nimmt man den Divisor als Linearfaktor, dann sieht die Gleichung so aus
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Die Polynomdivision hat den Vorteil gebracht, dass man im Ergebnis ein Polynom zweiten Grades erhält, also eine quadratische Gleichung. Für diese quadratische Gleichung müssen nun die Lösungen gefunden werden
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Da es für quadratische Gleichungen eine Lösungsformel gibt, findet man schnell die beiden Lösungen x2 = 2 und x3 = 3. Alle drei Lösungen, also x1 = 1, x2 = 2,  x3 = 3 sind somit Lösungen der kubischen Gleichung
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Man sieht, dass die Polynomdivision bestimmte Berechnungen erleichtern kann. Allerdings ist ihr praktischer Nutzen begrenzt. Um zum Beispiel Nullstellen einer Funktion zu ermitteln, kann man das Schema von HORNER verwenden, das im Vergleich zur Polynomdivision viel einfacher und schneller ist.

Die Polynomdivision eignet sich jedoch zur genaueren Untersuchung von Polynomen höheren Grades, weil man damit Einblicke in deren innere mathematische Struktur gewinnen kann. Das interessiert aber sicher nur eingefleischte Mathematiker! 

Übungsaufgaben zur Polynomdivision
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***********************************************************************************************************

Die Einzelglieder des Polynoms bestehen aus einem Wert, der  meistens eine Variable ist und einem Faktor, der Koeffizient heißt.





ein Polynom ist immer eine Summe, die Glieder sind Summanden. Durch die Vorzeichen der Summanden kann es auch zu Subtraktionen kommen.





Variable





Koeffizient





Koeffizient und Variable stehen direkt nebeneinander. Es handelt sich immer um ein Produkt, das Mal-Zeichen wird nicht mitgeschrieben.





Index





Exponent (der Potenz)

















Divisor wird zum Faktor





Ergebnis-Polynom 





Polynom als Dividend





Divisor





1.Glied des Ausgangspolynoms dividiert durch 1.Glied des Divisors    =    1.Glied des Ergebnispolynoms





.





.





Das Ergebnis von a) wird mit dem Divisor multipliziert und beim Ergebnis  werden die Vorzeichen gewechselt.





Das Ergebnis von b) wird vom Ausgangspolynom subtrahiert / oder / das Ergebnis von b) mit gewechselten Vorzeichen wird zum Ausgangspolynom addiert.





Das Ergebnis von c) wird als neues Ausgangspolynom für 2) genommen. Die Rechenoperationen a) - d) werden wiederholt.





Bei dieser Division bleibt 


kein Rest.





Die Ergebnisse aus allen a) - Rechenoperationen werden zum Ergebnispolynom zusammengestellt.





Bei dieser Division bleibt der Rest -2








Bei dieser Division bleibt der Rest -15
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