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Der Gauß Algorithmus

Der Gauß Algorithmus heißt auch Gauß'sches Eliminierungsverfahren und ist von CARL FRIEDRICH GAUSS (1777 - 1855) im Zusammenhang mit seinen astronomischen Forschungen entwickelt worden. Eliminierungsverfahren heißt er deshalb, weil schrittweise unbekannte Größen (Variablen) beseitigt = lateinisch: eliminiert werden.

Der Gauß Algorithmus ist neben dem Algorithmus von CRAMER ein effektives Rechenverfahren (Algorithmus) zur Lösung von Gleichungen.

lineare Gleichungen

Der Gauß Algorithmus wird bei der Lösung von Gleichungen verwendet, die man auch lineare unabhängige Gleichungssysteme nennt. Das bedeutet eine bestimmte Anzahl von zusammengehörigen Gleichungen mit einer bestimmten Anzahl von Variablen (Unbekannten).

Die dabei verwendeten Gleichungen sind im Grunde immer Summen. Links vom Gleichheitszeichen stehen die Summanden. Jeder Summand besteht aus einem x-Wert (Variable) und einem dazugehörigen Faktor (Zahl), der auch Koeffizient heißt. Bei den linearen Gleichungen haben die x-Werte die Potenz 1. 

Dadurch, dass ein Summand auch negativ sein kann, kann in der Summe auch eine Subtraktion auftreten, das bedeutet aber letztlich auch eine Summe mit negativen Zahlen. 

Rechts vom Gleichheitszeichen steht  immer ein Wert, der der gesamten Summe entspricht.

Beispiel:
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Damit man die x-Werte, die verschieden sind, unterscheiden kann, haben sie eine Fußnote, die man Index (Mehrzahl: Indices, sprich: indizehs) nennt.

Eine lineare Gleichung kann beliebig viele Summanden haben, in der Praxis wird jedoch meistens mit Gleichungen mit bis zu 5 Summanden gerechnet.
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Gleichungssystem

Ein Gleichungssystem besteht aus mehreren linearen Gleichungen. Dabei muss man beachten, dass die x-Werte mit demselben Index in allen Gleichungen gleich groß sind. Man kann also sagen, dass die x-Werte mit demselben Index dieselben Summanden darstellen. Allerdings kann ein Summand zwar denselben Index, aber verschiedene Koeffizienten haben. Das bedeutet, derselbe Summand hat verschiedene Faktoren. 

Auch die rechten Seiten bei einem Gleichungssystem haben verschiedene Werte. Alles in allem geht es ja immer darum, dass durch mehrere verschiedene Gleichungen ein und dieselben x-Werte ermittelt werden können. Man kann sich jede Gleichung vorstellen als eine andere Summe mit anderen Vielfachen derselben x-Werte.
Beispiel 1:
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Dafür sind 
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Für den Gauß Algorithmus werden Gleichungssysteme verwendet, die immer genau soviele verschiedene Gleichungen wie verschiedene x-Werte haben, im Beispiel sind es 3. Als Schreibweise wird dafür oft gebraucht: 3-3-System.

Man sollte beachten, dass ein x-Wert ohne einen Koeffizient eigentlich den Koeffizienten 1 hat. Erst wenn der Koeffizient 0 ist, tritt der x-Wert als Summand in der Gleichung nicht mehr auf.
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Rechenschema für den Gauß Algorithmus

Beim Gauß Algorithmus werden schrittweise zwei Rechenschritte mehrfach ausgeführt.

a)

Eine Gleichung wird mit einem Faktor multipliziert, es wird also ein Vielfaches der Gleichung gebildet.

b)

Das Vielfache der Gleichung wird zu einer anderen Gleichung (oder zu mehreren  Gleichungen) addiert.

zu a)

Erstens muss man aus dem Gleichungssystem die geeignete Gleichung suchen, deren Vielfaches man bilden kann. Diese Gleichung steht immer als erste Gleichung. (Es kann auch Aufgaben geben, wo man die geeignete Gleichung erst an den Anfang setzen muss.)

Die Idee der Vervielfachung ist folgende: Wenn man alle Glieder der Gleichung, also alle Summanden und auch die rechte Seite mit ein und demselben Faktor multipliziert, dann ändert sich der Gesamtwert der Gleichung nicht.
 Wird die erste Gleichung aus dem Beispiel 1 mit (-3) multipliziert, ändert sich zwar die Form der Summanden und die Summe, aber nicht der Gesamtwert der Gleichung.
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Wenn man die Werte für x1, x2, x3 einsetzt, sieht man, dass beide Gleichungen denselben Gesamtwert haben. Man sagt auch, die Gleichungen sind äquivalent. Man kann sich auch leicht denken, dass man zu jeder Gleichung unendlich viele äquivalente Gleichungen findet, weil es unendlich viele Faktoren gibt.
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Welches Vielfache muss man bilden?

Man muss von der Gleichung 1 dasjenige Vielfache bilden, das zu den anderen Gleichungen addiert einen kompletten Summanden (auf der linken Seite) verschwinden lässt (eliminiert). Kompletter Summand heißt: x-Wert und Koeffizient.

Im Beispiel wird das negative 3-fache der Gleichung 1 zur Gleichung 2 addiert. Damit wird x1 in der Gleichung 2  gleich 0, fällt also weg.
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Ebenso kann das negative 2-fache der Gleichung 1 zur Gleichung 3 addiert werden. Auch dort fällt x1 weg.
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Von der Gleichung 1 werden also zwei verschiedene Vielfache gebildelt und jeweils zu den anderen Gleichungen addiert.
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Genaugenommen spielt sich die Rechnung nur über die Koeffizienten ab, und das ist beim Gauß Algorithmus immer so. Deshalb werden von dem Gleichungssystem auch manchmal nur die Koeffizienten und die Summe auf der rechten Seite aufgeschrieben (Rechnen mit Determinanten).

Es wird stets ein solches Vielfaches gebildet, dass sich die Koeffizienten eines x-Wertes gegeneinander aufheben, wenn die Gleichungen addiert werden. (plus / minus Rechnung)

Wenn diese Rechnungen mehrfach und auf die weiteren Gleichungen angewendet werden, kann man schrittweise die x-Werte eliminieren. Das geschieht solange, bis man eine Gleichung erhält, die auf der linken Seite nur noch einen x-Wert, also nur noch eine Variable enthält. Weil auf der rechten Seite immer eine Summe steht, kann man diese Variable ermitteln.

Wenn man eine Variable kennt, kann man sie sozusagen rückwärts in die anderen Gleichungen einsetzen und somit auch die anderen Variablen berechnen.

Hinweis: Man kann natürlich immer nur solche Variablen berechnen, die sich aus dem Gleichungssystem auch berechnen lassen. Man weiß vorher nie, ob das Gleichungssystem überhaupt eine Lösung hat. 

In dem Beispiel wird ein 3-3-Gleichungssystem berechnet. Der Gauß-Algorithmus kann auch bei Gleichungen mit mehr als drei verschiedenen x-Werten angewendet werden, theoretisch können es Gleichungen mit beliebig vielen x-Werten sein. Solche Gleichungen haben in der praktischen Mathematik aber eine geringe Bedeutung.

Entsprechend der Anzahl der x-Werte erhöht sich auch die Anzahl der Rechenschritte, um das Gleichungssystem auf die gewünschte Form zu bringen.

Man kann den Faktor für das gesuchte Vielfache auch berechnen, indem man den Koeffizienten der zweiten (bzw. nächsten) Gleichung durch den Koeffizienten der ersten Gleichung dividiert.
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Der Faktor F, mit dem die erste Gleichung multipliziert werden muss, ergibt sich aus:
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Obwohl der Faktor auf diese Weise leicht gefunden werden kann, ist es eine gute Übung für das mathematische Vorstellungsvermögen, den Faktor in Ruhe mit Kopfrechnen zu ermitteln.

Gauß Algorithmus                                                                                                                                              6/8

Jetzt wird das Gleichungssystem aus Beispiel 1 vollständig gelöst.
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Nun kann x3 berechnet und in den anderen Gleichungen eingesetzt werden. Damit erhält man x2 und x1.
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Weil die Zeilen nach unten immer kürzer werden, spricht man auch von der Stufenform oder  Dreieckform des Gleichungssystems.
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Das ist der Gauß Algorithmus in seiner prinzipiellen Form. Man sieht, dass es darauf ankommt, das geeignete Vielfache zu bilden, um die Koeffizienten gegeneinander aufzuheben.

Stichwörter

zur weiteren Beschäftigung mit linearen Gleichungssystemen:

- Verfeinerung des Gauß Algorithmus: der GAUSS-JORDAN-Algorithmus.

- homogene und inhomogene Gleichungssysteme

- eine, keine, unendlich viele Lösungen von Gleichungssystemen

- Parameter (freie Variable) einer Gleichung

- überbestimmte und unterbestimmte Gleichungssysteme

- das Einsetzverfahren

- das Determinanten-Verfahren

- andere Algorithmen: die CRAMER-Regel, die SARRUS-Regel
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Hinweise zur Benutzung der Excel Datei zum Gauß-Algorithmus

Auf dem Tabellen-Blatt 1 (gauss-1) ist ein Schema zum Berechnen eines 

3-3-Gleichungssystems vorgegeben. Hier ist ein Beispiel voreingetragen.

Für die eigene Übung kann das Tabellen-Blatt 2 (gauss-2) verwendet werden. Dort sind auch 10 Gleichungssysteme zum Berechnen vorgegeben. 

mathefuchs

**********************************************************************************************************

x-Wert





Koeffizient





Index
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� EINBETTEN Equation.2  ���





� EINBETTEN Equation.2  ���





+





damit wird die "neue" Gleichung 2 multipliziert und zu Gleichung 3 addiert








� Das ist ein elementares mathematisches Gesetz, das schon seit der Antike bekannt ist. Wenn man zwei Größen, die in einem bestimmten Verhältnis stehen, mit demselben Faktor multipliziert, bleibt das Verhältnis unverändert. Das wird z.B. ständig beim Erweitern eines Bruches angewendet. Bei der Gleichung erscheint dieses Gesetz bloß in anderer Form.





_1002801993.unknown

_1002806780.unknown

_1002807339.unknown

_1002869548.unknown

_1002948649.unknown

_1002948798.unknown

_1002807570.unknown

_1002807620.unknown

_1002807350.unknown

_1002807250.unknown

_1002805495.unknown

_1002805591.unknown

_1002806456.unknown

_1002806653.unknown

_1002806518.unknown

_1002805753.unknown

_1002806342.unknown

_1002802947.unknown

_1002803134.unknown

_1002734920.unknown

_1002801902.unknown

_1002733739.unknown

