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3 - Interseccoes entre curvas e mudancas de
representacao

3.1 - Interseccoes entre curvas descritas por equacoes algébricas
3.2 - Interseccoes entre curvas descritas por equacoes paramétricas
3.3 - Mudancas de representacao

Neste capitulo estudaremos a interseccao entre curvas, isto é, a determinacao do ponto ou pontos onde
duas curvas se cruzam. Também estudaremos como passar da representacdo algébrica de uma curva para sua
representacao paramétrica e como passar da representacao paramétrica para a representagao algébrica.

3.1 - Interseccoes entre curvas descritas por equacoes algébricas

Em diversas aplicagoes que vao desde a fisica até a economia, é importante a determinacdo do ponto, ou
pontos, onde duas curvas se encontram. Nesta primeira sessdo, estudaremos a determinacdo de pontos de
interse¢ ao entre duas curvas descritas por equacoes algébricas.

A chave para a determinacido de um ponto de interseccao entre duas curvas é que, neste, as coordenadas
(z,y) das duas curvas sao as mesmas. Isto serd aplicado nos exemplos a seguir na determinagao dos pontos de
interseccao de algumas curvas.

3.3 - Mudancas de representacao

Agora veremos como passar das representages algébricas de certas curvas para suas representagdes para-
métricas e de suas representagoes paramétricas para as representacoes algébricas. Isto sera feito para as curvas
estudadas até agora.

a) Retas

Podemos estabelecer uma relacao entre as equagoes paramétricas e a equacao algébrica de uma reta da

seguinte forma:
{wzﬂvo—l—wﬂf, :>{$—$0=$1t, N mgfozt,
Yy =yo+ yit Y — Yo = Y1t = — ¢,

Igualando a varidvel ¢ das duas equacdes, obtemos

Y —Yo T — X 0 123 Y1
t=t= = :>y—y0:y1<7):>y—yg:—(x—xg)=>y:y0+—(x—xg),
X1 I I

n T1
4 5 — 1
que é a equacao de uma reta, y = yo + m(z — z¢), onde m = poa

=142,

Ex.1: escreva a equacao algébrica correspondente as equacoes paramétricas { 3 4 At
Yy = .
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Solucio: primeiro, isolamos o parametro ¢ nas duas equacoes paramétricas:

r=1+2t, N r—1=2t, N z—lzt’
y=3+4t; y—3=4t; Y=° =t.

%‘
w

Depois, igualamos t a t:

y—3 z-—1
t=t=>2 " —
= 2

-1 4
ﬁy—3:4<$T>iy—3:§(w—l)ﬁy—3=2(m—l)¢y:3+2(w—l).

Assim, obtivemos a equagdo algébrica correspondente.

B = o N ~ . =3t
Ex.2: escreva a equacao algébrica correspondente as equacoes paramétricas { Y =2 _’ .
Solucido: temos, isolando o parametro t,
z=3t, N x=3t, N g=t, N $=t,
y=2—1; y—2=—t; =2 =t —(y-2)=t.
Igualando ¢ a t,
t=t=—(y—2) T 2 Z s 2 1
— _ _ e — = —— = — =T .
Y 3 Y 3 Y 3

Também podemos passar de uma equacao algébrica para equacgoes paramétricas escolhendo uma parame-
trizacao para uma das varidveis e deduzindo a parametrizacao equivalente para a outra. A forma mais simples
de fazermos isto é escolhendo z = ¢, de modo que temos, da equacao algébrica,

y=yo+m(z—x0) =y =1y +m(t—x0) =y =1yo+mt—mzy =y = (yo — mzo) +mt ,

r=1t,

de modo que
{ y = (yo — mzo) + mt .

Poderiamos ter esclhido, por exemplo, z = x¢ + ¢, de modo que temos

y=1yo+m(x—mz0) =>y=yo+m(xg+t— o) =y =1yo+mt,

r=x9+1,

de modo que
{ Yy =1y +mt.

Como ja foi dito antes, existem infinitas maneiras de parametrizar uma determinada reta.

Ex.3: escreva equagoes paramétricas equivalentes a equagao algébrica y = 2 4 3.

Solucio: escolhendo x = t, temos y = 2 + 3t, de modo que temos

r=1t,
y=2+3t.
Ex.4: escreva equagoes paramétricas equivalentes a equacao algébrica y = —1 + 2z.
Solugao: escolhendo z = t, temos y = —1 + 2¢, de modo que temos
r=1,
y=-—1+2t.

b) Pardbolas
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T =x0 + 1t + 222,

Na sua forma mais geral,
{ Yy = yo +yit + yat®

nao é possivel estabelecer uma conexao simples entre equagoes paramétricas e as respectivas equagoes algébricas,
pois nao podemos escrever as ultimas em forma de polinémio. No entanto, para os casos em que o eixo de
simetria de uma pardbola é paralelo ao eixo = ou ao eixo y isto é bastante simples.

No caso do eixo de simetria paralelo ao eixo y, temos

{ T =x9+ 21t ,
y=yo+yat” .

Uma forma de se obter as equacoes algébricas é isolando o parametro ¢ na primeira equacao e substituinod na
segunda:

r — X

rT=x0+ 21t = —20 =21t = =t,

Z1

2
T — Ig Y2
y=yo+yat> =y =190+ <T1> =>y=yo+?(w—:vo)2-
1

No caso do eixo de simetria paralelo ao eixo z, temos

{ w:wg+w2t2,
Yy =yo+uyit.

Isolamos ¢ na segunda equagao e o substituimos na primeira para obter as equagoes algébricas:

Y—Y0
y=v tynt=y—y=yit= ” =t,
2
— T
$:x0+$2t2=>$:$0+$2<yyy0> :>$:$0+y_§(y_yo)2-
1 1

r=1+4+1,

Ex.1: escreva a equacao algébrica correspondente as equacoes paramétricas { Y= 3422

Solucio: primeiro, isolamos o parametro ¢ na primeira das equagdes paramétricas:
rz=1+t=>2x-1=1.
Depois, substituimos o resultado na segunda equagcao:
y:3—+-2t2:>y:3+2(az:—1)2 .

Assim, obtivemos a equacao algébrica correspondente.

~ P . ~ s r=2+43t,
Ex.2: escreva a equacao algébrica correspondente as equacoes paramétricas y=2 12
Solugao: temos, isolando o parametro ¢,

_9
r =243 >r—2=3t= 2

Substituindo na segunda equacio,

—2\? —9)2 1
y:2—t2¢y:2—<$3 ) byz?—wﬁyZQ—g(x—Q)Q.

z=1+2t%,

Ex.3: escreva a equacao algébrica correspondente as equacoes paramétricas { 9 _ 4t
y=2—4t.
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Solucido: temos, isolando o parametro ¢ na segunda equacio,

—9
y:2-4ﬁ¢y—2:—u=>12—:t:————:t.

Substituindo na segunda equacio,

2 y—2 ? (y—2)° 2 2 1 2
z=14+2t"=>2z=1+ -~ ¢$:2+2T¢w:2+1—6(y—2) ¢$:2+g(y—2) .

Também podemos passar de uma equacao algébrica para equacgoes paramétricas escolhendo uma parame-
trizacao para uma das varidveis e deduzindo a parametrizacao equivalente para a outra.
Para o caso de eixo de simetria paralelo ao eixo y, onde temos uma equacgao algébrica do tipo

yzyo+m($—x0)2,

a forma mais simples de fazermos isto é escolhendo = = zy + ¢, de modo que temos z — xy = t e a equacao
algébrica fica

y = yo +mt> .
Temos, entao, as equacoes paramétricas

r=x9+1,

y = yo +mt? .

Para o caso de eixo de simetria paralelo ao eixo x, quando a equacgao algébrica é dada por
T =x9+ mt? ,
a forma mais simples é escolhendo y = y¢ + ¢, de modo que y — yg =t e a equagao algébrica fica
T =x9+ x1t2 .

Ficamos, entao, com as equacoes paramétricas

{m:x0+mt2,
Yy=yo+t.

Ex.4: escreva equacdes paramétricas equivalentes 3 equacio algébrica y = 2 + 3(z — 2)2.

Solucao: escolhendo z = 2 +t, temos = — 2 = ¢, de modo que y = 2 + 3t2. Temos, entdo, as equacdes paramétricas

=241,
y=2+3t.

Ex.5: escreva equacbes paramétricas equivalentes & equacio algébrica 2z = —1 + 2.
Solucdo: escolhendo y = t, temos z = —1 + t2. Temos, entdo, as equacdes paramétricas
r=—-1+1,
y=t.

c) Circunferéncias

Podemos passar das equac oes paramétricas

T =x9+rcost,
Yy =1yo+rsent,
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para equagoes algébricas da seguinte forma:

T=1xT9+T1C08St =T —Tg=rC0ost , y=1yo+rsent=y—yo=rsent .
Tomando a soma dos quadrados das duas expressoes, temos

(x —20)® + (y —y0)> =r2cos®t + r2sen’t = (x — z0)? + (y — yo)? = r*(cos® t + sen’t) =
= (z—m0)* + (y — o) =17,
onde usamos a identidade trigonométrica cos?t + sen?t = 1. A equacdo obtida é a de uma circunferéncia de
raio r centrada em (zg, o).

z=2+3cost,

Ex.1: escreva a equacao algébrica equivalente as equacoes paramétricas { y=—1+3sent. "

Solucao: temos x =2+ 3cost = x—2=3costey=—1+3sent = y+ 1= 3sent. Portanto, a equacio algébrica
fica

(-2 4+@w+1)3 =32 (-2 +@w+1)*=9.

r =2cost ,

Ex.2: escreva a equacao algébrica equivalente as equacoes paramétricas { 9sent -
y=2sent .

Solucao: temos

2

x +y2

=22+ =4.

O caminho inverso, isto é, a transformacao de uma equagao algébrica em equagoes paramétricas correspon-
dentes, pode ser feito lendo as caracteristicas da circunferéncia diretamente da equacao algébrica. Isto é feito
no exemplo a seguir.

Ex.3: escreva equacoes paramétricas equivalentes & equacio algébrica (z — 2)% + (y — 3)® = 4.

Solugao: esta é uma circunferéncia de raio 2 e centro em (2, 3), que tem equacoes paramétricas

r =2+ 2cost
y=3+2sent .

d) Elispes

Podemos passar das equacoes paramétricas

T =1xo+acost,
y =190+ bsent ,

para equagoes algébricas de modo semelhante ao caso da circunferéncia:

r — I
r=xy+acost=r—2T9g=acost = ——— =cost,
a

¥y~ % = sent .

y=1yog+bsent =y —1yg=bsent =

Tomando a soma dos quadrados das duas expressoes, temos

N2 N 2 Y )2
<fv 330) +<y yo) — cos?t 4+ sen2t = (E=¥0)" (¥ —10) _1,

a b a? b2
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onde novamente usamos a identidade trigonométrica cos?t + sen?t = 1. A equacdo obtida é a de uma elipse
de semi-eixos a e b centrada em (xg, yo).

z=1+2cost,

Ex.1: escreva a equacao algébrica equivalente as equagoes paramétricas { 143 .
y=— sent .

Solucdo: temos
z—1
r=1+4+2cost=x—1=2cost = 5 =cost ,

1
y:—1+3sent=>y+1:3sent:>%:sent.

Portanto, a equacao algébrica fica

~1\? 1\? —1)2 1)2
<x2 > +<%> :c052t+sen2t:>(m ) +(y+ ) =1.

r =3cost ,

Ex.2: escreva a equacao algébrica equivalente as equagoes paramétricas { :
y = sent .

Solugao: temos x = 3cost = ¢ = cost e y = sent. Portanto, a equagao algébrica fica

z\?2 2 2 2 z? y2
= + =cos“t+sen“t=> —+=—=1.
(3) y 1 9 "1

O caminho inverso, isto é, a transformacido de uma equacao algébrica em equacoes paramétricas corre-
spondentes, pode ser feito lendo as caracteristicas da elipse diretamente da equacao algébrica. Isto é feito no
exemplo a seguir.

. ~ P . N ~ et (z—2)2 (y—3)% _
Ex.3: escreva equagdes paramétricas equivalentes a equacao algébrica g~ + 7~ = 1.

Solugao: esta é uma elipse de semi-eixo horizontal 4, semi-eixo vertical 2 e centro em (2,3), que tem equagdes

paramétricas z=2+4cost,
y =3+ 2sent.

e) Hipérboles

Equagoes paramétricas para uma das metades de uma hipérbole cujo eixo de simetria é paralelo ao eixo y

sao dadas po
POt {$:$0+a(}08ht,

y =1y + bsenht .
Estas podem ser transformadas em equagoes algébricas de modo semelhante ao caso da elipse:

T — T
= cosht ,

Tz =129+ acosht =z — x9 = acosht =
a

y =1yo+ bsenht = y —yo = bsenht = y—_byo = senht .

Tomando a diferenca dos quadrados da primeira para a segunda expressao, temos

_ 2 _ 2 _ 2 2
<33 ivo) _<y yo) — cosh?t — senh?t > & 20)° (¥~ %) _1,

a b a? b2

onde usamos a identidade cosh? ¢t — senh?t = 1. A equacio obtida é a de uma elipse de semi-eixos a e b centrada
em (z9,%0). Fazendo o mesmo com a outra metade da hipérbole, dada pelas equagoes paramétricas

T =19+ acosht,
y =1y + bsenht
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obtemos

T—x
z=x9—acosht = —x9g = —acosht = 0:—cosht,
a
_ _ Y—Y
y =1yg — bsenht = y — yg = —bsenht = i —senht ,

de modo que

_ 2 _ 2 _ 2 Y
<m xo) _ <y byo) —(— cosht)2 . (senht)2 N (x ;EO) _ (y b2y0) — cosh?t + senh 2t =
a a

2 2
(z — ) (y — o) _
= 5 — 5 =1.
a b
Esta é a mesma equacao obtida anteriormente.
De modo semelhante, para hipérboles cujos eixos de simetria sao paralelos ao eixo x, temos as equacoes

paramétricas

T =z + asenht ,
y =1yo + bcosht,

que podem ser transformadas em equacoes algébricas fazendo

— 70
= senht
a

Y—Yo

T
T =1x9+ asenht = x — xg = asenht =

Yy =1yo+bcosht =y —yo=>bcosht = = cosht.

Tomando a diferenca dos quadrados da segunda para a primeira expressao, temos

_ 2 _ 2 VRY . 2
Y=Y\ _ (TZT0) _ osh2f — senh?t - (y — vo) _ (z — o) -1
b a b? a?

Fazendo o mesmo com a outra metade da hipérbole, dada pelas equacoes paramétricas

T = 19— asenht ,
y =19 — bcosht ,

temos
T =1x9—asenht = — xg = —asenht = T %0 _ —senht ,
a
_ _ Y—Yo
y =1y —bcosht =y —yg= —bcosht = 2 = —cosht,

de modo que

Y—%Y% ? T — To ? (y—yo)2 ($—$0)2
<—) — <7) = (—cosht)2 — (- senht)2 = — = cosh?t — senh?t =

b a b? a?
N (y — )” _ (z — 20)” -1
b2 a? -
0 que reproduz a equacao obtida anteriormente.
Vamos a alguns exemplos.

z =1+ 2cosht

Ex.1: escreva a equacao algébrica equivalente as equacoes paramétricas
X rev. quag gébri quivalen quag paramétri {y:—1+3senht.

Solucao: temos o1
z=1+4+2cosht = x—1=2cosht = T:cosht,

1
y=—1+3senht =9y +1=3senht = % = senht .

Portanto, a equacao algébrica fica

N2 2 12 2
<$21> —<%> :cosh2t—senh2t:>(X D) _(y+1) =1.




Leonidas Sandoval Junior - GA - Capitulo 3 - Versao 02/2001 8

z = 3senht ,

Ex.2: escreva a equacao algébrica equivalente as equagoes paramétricas { b
y = cosht.

Solugao: temos x = 3senht = % = senht e y = cosht. Portanto, a equagéao algébrica fica

2

2 2
yQ—(E) = cosh®t — senth:»%—yTzl.

3

A transformacgdo de uma equacgio algébrica em equacoes paramétricas correspondentes pode ser feito lendo
as caracteristicas da hipérbole diretamente da equacao algébrica. Isto é feito no exemplo a seguir.

~ Lo . N = i1 —2)2 —3)3
Ex.3: escreva equagoes paramétricas equivalentes a equacao algébrica % v 7 )

Solugdo: esta é uma hipérbole centrada em (2, 3) que tem equagdes paramétricas

x =2+ 4cosht ,
y =3+ 2senht .




