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1 - Curvas no plano: equacoes algébricas

1.1 - Plano cartesiano

1.2 - Distancia entre dois pontos
1.3 - Retas

1.4 - Pardbolas

1.5 - Circunferéncias

1.6 - Elipses

1.7 - Hipérboles

Vamos, neste capitulo, aprender como representar diversos tipos de curvas em um plano (superficie de
duas dimensoes) usando equagoes algébricas. Em duas dimensoes, equagoes algébricas sao relagoes entre duas
variaveis, z e y. Lembremos que relagbes sao mais gerais que fungoes e podem representar um niimero maior
de curvas. Iniciaremos nosso estudo com retas e depois iremos introduzindo gradativamente algumas outras
curvas de complexidade maior.

Durante o nosso estudo, é bom lembrarmos que curvas geométricas sao independentes de um sistema de
coordenadas. No entanto, quando parametrizamos essas curvas, torna-se mais facil operar com elas. O conjunto
de técnicas usadas para entender figuras geométricas em termos de equagoes pertence ao dominio da Geometria
Analitica.

1.1 - Plano cartesiano

Quando queremos representar figuras em um plano, podemos adotar um sistema de coordenadas. Qualquer
sistema de coordenadas em um plano pode ser descrito por duas coordenadas. Os sistemas mais usados para
representar um plano sao o sistema cartesiano e o sistema de coordenadas polares. Aqui estaremos estudando
o sistema cartesiano de cordenadas, composto por dois eixos que sdo cépias da reta dos numeros reais. Esses
eixos sao ortogonais um ao outro e cruzam-se nos pontos 0 das duas retas. Esse cruzamento é chamado de
origem do sistema cartesiano de coordenadas. Ao eixo horizontal chamamos eixo = e ao eixo vertical chamamos
eixo y. y

Podemos representar um ponto P de coordenadas (a,b) em um
sistema cartesiano de coordenadas associando ao elemento a um
valor no eixo z e ao elemento b um valor no eixo y, como na
figura ao lado. As coordenadas (a,b) também sao chamadas pares
ordenados (ver curso de Calculo). A notagido usada para designar

um ponto P de coordenada horizontal a e coordenada vertical b é 0
P(a,b).

b JH

S

Obs.: o motivo de nao escrevermos P = (a,b) é porque essa
notagao ja é usada para designar um vetor (ver curso de Cédlculo
Vetorial).

René Descartes (1596-1650): grande matemadtico e filésofo francés. Quando jovem, alistou-se como soldado com
o fim de adquirir uma melhor visao do mundo. Em 1637 publica sua obra Discurso sobre o Método, em que apre-
senta uma nova filosofia em que tudo é regido pela razao e por um método cientifico descrito por ele. Nesta mesma
obra, escreveu um apéndice cientifico intitulado Geometria, onde traduz operagées algébricas em linguagem geomé-
trica. Também criou o sistema ortogonal de coordenadas, chamado depois de cartesiano, em sua homenagem.
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Ex.1: represente o ponto A(2,3) no sistema Ex.2: represente o ponto B(—3,1) no sistema
cartesiano de coordenadas. cartesiano de coordenadas.
Solugao: Y Solugao: Y
(_37 1)
34---------- M A #ooooooooos L
s s :
: -3 0
i x
0 2

Ex.3: represente o ponto C (%, 2) no sistema cartesiano de coordenadas.

Solugao: Y

2+ (1/4,2)

1.2 Distancia entre dois pontos.

Se conhecermos as posicoes de dois pontos em um sistema cartesiano de coordenadas, podemos determi-
nar a distdncia entre eles usando a trigonometria. Para isso, consideremos a figura abaixo, onde estamos
representando um ponto P de coordenadas (z1,y1) e um ponto @ de coordenadas (z2,y2).

d Y2 — Y1

x T2 — 1

Vamos supor que zo2 > x1 € Y3 > yi, como na figura acima. Podemos desenhar um tridngulo retangulo
cuja base é dada por z9 — x1 e cuja altura é yo — y1. A base e a altura correspondem aos catetos do triangulo
retangulo. A distancia d entre os dois pontos é a hipotenusa desse tridngulo. Usando o Teorema de Pitagoras
(ver curso de Célculo Vetorial), temos

& = (22 —21)* + (2 —1)* = d = /(32 — 1)2 + (32 — 1)

O mesmo raciocinio é valido para quando temos zo < x1 ou ys < i, pois a férmula envolve somente os
quadrados das diferencas, que sdo sempre positivos (veremos isto nos exemplos a seguir). Portanto, temos a
seguinte férmula para a distancia:

d=+/(z2— 21)? + (y2 — y1)2.
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eles.
Solugao:

dada por

eles.
Solucao:

dada por

os pontos estdao representados ao lado e a distancia entre eles é

d=vVB-12+(3B-22=V22+1! =Vi+1=15.

os pontos estao representados ao lado e a distancia entre eles é

d=+y/([1-42+02-12=/(=32+12=/9+1=10.

Ex.1: represente os pontos (1,2) e (3,3) em um sistema cartesiano de coordenadas e calcule a distancia entre

Ex.2: represente os pontos (4,1) e (1,2) em um sistema cartesiano de coordenadas e calcule a distancia entre

1.3 - Retas

Dado um plano, uma reta é uma curva infinita que une dois pontos

(figura ao lado). Retas sao dadas por equagoes do tipo

y=a+bx .
Outra forma de escrever esta relacao é

Yy =yo +m(z — xo) ,

onde m é chamado coeficiente angular da reta. As duas equagoes sdo

equivalentes, pois

y=1yo+m(z —xz9) =yo +mxz —mzy = (yo — mxzg) + mx = a + bz ,

se fizermos a = yg — mzg e b = m. A segunda representacao é mais util

se quisermos desenhar uma reta rapidamente.

A seguir, mostraremos alguns exemplos.

Ex.1: faca o grafico da reta dada por y = z.

Solucao: para plotar uma reta necessitamos somente
de dois pontos. Para isto, escolhemos valores para
a variavel z e calculamos os valores correspondentes
da varidvel y:

A .
i

Ex.2: facga o gréafico da reta dada por y =1+ z.

Solugao:
r=0=>y=14+0=1,

r=1=>y=1+1=2.
Y
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Ex.3: faca o gréafico da reta dada por y = 2 + .

Solugao:
zr=0=2>y=24+0=2,

r=1=>y=2+1=3.
Y

Ex.4: faca o grafico da reta dada por y = —1+x.

Solugao:
r=0=>y=-1+0=-1,

z=1=y=-1+1=0.

Note que o efeito de variar a constante gy é de transladar a reta para cima ou para baixo, dependendo do
valor escolhido para a constante. Nos proximos exemplos, vamos estudar os efeitos de se mudar somente a

constante m na equacao da reta.

Ex.5: faca o grafico da reta dada por y = 2z.

Solugao:
r=0=>y=2.0=0,

r=1=>y=21=2.
Y

Ex.7: faca o grafico da reta dada por y = %x

Solucao: 1
a:—0:>y:§.0:0,
1 1
=1= =-1=-.
v YT T3
21Y
1
x
—2 0 1 2
-1
-2

Ex.6: faca o grafico da reta dada por y = 4x.

Solugao:
zr=0=y=4.0=0,

r=1=>y=41=4.
Y

Ex.8: faca o grafico da reta dada por y = ix.

Solucao:

Portanto, variando o coeficiente angular da reta, estamos variando também o seu dngulo de inclina¢ao com
relacao aos eixos coordenados. No curso de Célculo, é visto que o coeficiente angular de uma reta corresponde
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a sua derivada. Caso o coeficiente angular seja negativo, temos retas decrescentes, como nos exemplos a seguir.

Ex.9: faca o grafico da reta dada por y = —x. Ex.10: faca o gréafico da reta dada por y = —2x.
Solugao: Solugéo:
¢ r=0=y=-0=0, r=0=y=-20=0,
r=1=y=-1. r=1=>y=-21=-2.
Y )

2 5
1 4

x 3

-2 —-10 1 2
—1 2

Vamos, agora, estudar os efeitos de mudarmos somente a constante xy da equacao da reta.

Ex.11: faca o gréfico da reta dada por y = z — 1. Ex.12: faca o grafico da reta dada por
Solucao: os efeitos sdo os mesmos que no exemplo 4, y=z—(-)=z+1L
pois as duas equacoes sao idénticas: Solugao: a equacdo é a mesma que a do exemplo 2:
z=0=y=0-1= -1, r=0=y=0+1=1,
r=1=>y=1-1=0. r=1=>y=1+1=2.
Y Y

O efeito de mudarmos a constante x( é o de deslocarmos a reta para a esquerda ou para a direita. Isto serd
melhor visualisado no caso das parabolas e outras curvas, que serao vistas a seguir.

Véarios exemplos podem ser dados de relacoes descritas por retas. Equacgoes como o deslocamento s de um
automével com relagao ao tempo em um movimento retilineo com velocidade v constante é dado pela equacao
s(t) = so + vt, onde sg era a posicdo do automdével no instante ¢ = 0, que é a equacdo de uma reta. Outro
é a relagdo entre o valor de um empréstimo F feito com juros j fixos em relagdo ao tempo, que é dada por
E(t) = Ey + jt, onde Ej é o valor inicial empréstimo, que também é uma reta.

1.4 - Parabolas

Pardbolas sao curvas constituidas por todos os pontos cujas distancias a uma reta d (chamada diretriz) e
um ponto F' (chamado foco) sao iguais. Isto é mostrado na figura a seguir.
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Pardbolas sao dadas por equacgoes do tipo
y = az + bx + cx? .
Outra forma de escrever esta relacao é

yzyo+m(m—x0)2.

A equivaléncia entre as duas equacoes é mostrada abaixo:

y = yo+mz—x0)? =yo+mz® - 2zoz + 22) =

= yo+ ma? — 2mxor + mw% =

= (yo+ mx%) + (=2)mzoz + ma? .

Se fizermos a = yy + mz3, b = —2mzy e ¢ = m, voltamos
a primeira equacao. Novamente, a segunda representacao
é mais util geometricamente. Veremos alguns exemplos a
seguir, comecando por variar a constante yq.

Ex.1: faca o grafico da parabola dada por y = z2. Ex.2: faca o grafico da parabola dada por
Solucdo: para desenharmos uma parabola, é neces- y=1+ 2.

sario calcular um niimero maior de pontos, que estao

lucao:
marcados no gréfico. Solugao
Y
5
4
3
2
1
T
T -2 =10 1 2
—2 =10 1 2
Ex.3: faca o gréfico da pardbola dada por Ex.4: faca o grafico da parabola dada por
Solucéo: Solucéo:

-2 —-10 1 2

Portanto, o efeito de modificarmos a constante yy é semelhante ao efeito obtido na equacao da reta:
parabola é deslocada para cima ou para baixo. Agora, vamos modificar o fator m.
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Ex.5: faca o grafico da parabola dada por
y = 222,
Solugao: Y

-2 —-10 1 2

Ex.7: faca o grafico da parabola dada por

x
-2 -1 OT 1 2

Ex.6: faca o grafico da pardbola dada por
y = 3z2.
Solugao: Y
13
12
11

10

-2 —-10 1 2

Ex.8: faca o grafico da parabola dada por
2
y=—x°.

Solugao: Y

Podemos observar que o efeito de modificar o coeficiente m é tornar a pardbola mais fechada ou mais aberta,
ou mesmo inverter a sua orientacao. Vamos, agora, alterar a constante zg na equagao da parabola.

Ex.9: faca o grafico da parabola dada por
y = (z— 1)

Solucao:

Ex.10: faga o grafico da pardbola dada por
y = (z+2)2

Solucao:

-4 -3 -2 —-10 1

Portanto, modificando xy nds deslocamos a parabola para a esquerda ou para a direita. Outros efeitos
podem ser conseguidos mediante mudancas simultdneas nos diversos coeficientes da equacao da parabola, mas
estes serao deixados para os exercicios.
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Podemos, ainda, ter pardbolas dadas por equacoes do tipo
r=a+by+y*,
que tém uma representacao equivalente:
x=zo+my —yo)? .

Estas podem ser facilmente desenhadas invertendo-se os eixos x e y. Caso escolhamos desenvolvé-la isolando a
varidvel y, temos

1
w::voer(y—yo)Q:>w—:vo=m(y—yo)2:>(y—yo)2=E(:E—wo)=>

1 1
=y—yo==E\—(z—20) = y=1y0 £/ —(z—=0) .
m m

Como pode ser visto da equag¢ ao acima, parabolas assim escritas nao sao funcgoes, pois um mesmo valor de z
pode corresponder a dois valores distintos de y. Este é um exemplo de uma relacao, que é mais geral que uma
funcao.

A seguir, veremos alguns exemplos de pardblas com este tipo de equagao.

Ex.11: faga o grafico da pardbola dada por Ex.12: faga o grafico da pardbola dada por
$:y2. $:—1+2y2.
Solucéo: Yy Solucéo: Y
2 2
! /i//.//,*
0 1 2 3 4 r A‘Q 1 2 3 4 5 6 7 x
—1 -1
—9 -2 \

Muitos fendmenos sao representados por pardbolas. Um deles é a trajetéria de um objeto que é lancado
para cima e para frente. Esse tipo de curva também aparece se quisermos calcular a drea A de um quadrado
com relacdo ao seu lado, dado por [. A relacdo encontrada é A = [?, que é uma meia parabola.

Além destas curvas, podemos ainda ter outras que sao polindmios de graus mais elevados, como por exemplo
y=1yo+ (z —z0)® ouy =1y + (z — z0)*. No entanto, estes nio apresentam tanto interesse do ponto de vista
geométrico.

1.5 - Circunferéncias

Circunferéncias sao regioes do plano que sao e-
quidistantes de um determinado ponto P. A essa
distancia de um ponto central é dado o nome de raio
da circunferéncia. A equacao de uma circunferéncia de
raio r centrada em na origem (o ponto (0,0)) é dada
por
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O grafico pode ser feito isolando a varidvel y e

atribuindo valores & variavel z:

2242 =12 = g2 =2

Note que a equacao da circunferéncia nao da origem a
uma funcdo e sim uma relagiao, pois um mesmo valor
de z pode estar associado a mais de um valor de y.

—P s y=4+Vr2—22.

laYe
NS

Obs.: Nao devemos confundir circunferéncias com circulos. Circunferéncias sao curvas e circulos sao circun-

feréncias mais as regioes internas a elas.

Vamos verificar a equacao da circunferéncia calculando um exemplo especifico e plotando alguns pontos da

circunferéncia obtida.

Solucdo: vamos primeiro isolar a varidvel y:

pondente (abaixo).

P4yl =4=yP=4-2"=>y=4+

y
z f(z)
-2 0 024 o
1,5 | £1,322... . .
—1 | +1,732... . .
—0,5 | £1,936... T
0 +2
0,5 | £1,936... = : : *
1 | +1,732... B ! ?
1,5 | +1,323... ol
2 0 ° °
[ ) o
29 ©

Ex.1: faca o grifico da circunferéncia dada por 22 + 42 = 4.

4—z2 .

4-22>0=2> 22> -4=32><4=-2<z<2.

Y

Agora, escolhemos alguns valores para x e calculamos seus respectivos valores em y. Na raiz, devemos ter

Usamos esses resultados para calcular uma tabela com alguns pontos e, a partir disto, construimos a figura corres-

Vamos, agora, fazer o grafico de algumas circunferéncias de forma mais direta.

Ex.2: faca o grafico da circunferéncia dada por
z?+y? =1.
Solucao: esta é uma circunferéncia de raio 1 centrada
em (0, 0).

e
N,

Ex.3: faca o grifico da circunferéncia dada por

$2+y2:%.

Solugao: esta é uma circunferéncia de raio

2 1 _
rP=3=>r=3

L centrada em

(0,0).
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Uma generalizacdo da equagao ja vista é a da uma y y=1yo+ /12— (2 —20)?
circunferéncia que nio estd centrada na origem. A e
equacao de uma circunferéncia de raio r centrada em
um ponto (zg,yo) é dada por Yot - -

(x —20)* + (y —y0)® =77 !
P NN

O raio da circunferéncia é medida a partir do ponto i y=yo— Vr? = (z =)
(0:Yo)- 0 s T

O grafico pode ser feito isolando a variavel y e atribuindo valores & varidvel z:

(z—20)+@W—v0)=r"=@y—w)’=r"—(z—20)°=y—yo=+Vr>— (2 —20)> =

=y=yo+Vr2—(x—mz)?.

A validade da equacao pode ser testada calculando alguns pontos de uma circunferéncia e posicionando
esses pontos em um grafico, como é feito no exemplo a seguir.

Ex.4: faca o grafico da circunferéncia dada por (z —2)% + (y — 1)2 = 1.

Solugdo: vamos isolar a varidvel y:

(z-2°4+@y-1)0P=1=2@y-1)2=1-(@-2? =2y-1l=+/1-(2-22=y=1+/1-(2-2)2.

Agora, escolhemos alguns valores para x e calculamos seus respectivos valores em y. Usamos essa férmula para
calcular uma tabela com alguns pontos e, a partir disto, construimos a figura correspondente.

z f(z) Y Y
0 A
1 1

1, 866... °T e * e
1,5 { 0,133...

2 14+ ° °

2 { 2

1, 866... ° °

’ } + } T x
2,5 { 0,133... 0 1 2 3
3 1
4 A

Vamos, agora, fazer os graficos de algumas circunferéncias extraindo os dados diretamente de suas equacoes.

Ex.5: faca o grafico da circunferéncia dada por —

(r—1)2+(y—2)2%=1. Ex.6: faca o grafico da circunferéncia dada por
2 2 _ 1
Solucao: esta é uma circunferéncia de raio 1 centrada (z+2)°+@w+1)° = i
em (1,2). Yy Solugdo: esta é uma circunferéncia de raio r = 3
- centrada em (—2,—1). ]
t 1 t x
-3 2 -1 0
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1.6 - Elipses

Elipses sao regioes do plano tais que a soma de suas
distancias a dois pontos (chamados focos da elipse) é cons-
tante. Na figura ao lado, dados dois focos, F} e Fy, todos
os pontos da curva sdo tais que a soma das distancias até
os dois focos é sempre a mesma. Isto é exemplificado pelos
pontos P e P’ da figura. Temos:

di+do=d) +d .

Note que, conforme os focos vao se aproximando, a forma da elipse fica mais arredondada até que, quando
os focos conicidem, ela se torna uma circunferéncia.

Y
A equacao de uma elipse centrada em (0,0) é dada por
2 2
r + v =1.
a2 b2 x

As constantes a e b determinam os comprimentos dos dois
eixos da elipse.

Note que, quando os dois eixos sdo iguais, a = b, temos

:1:>w2+y2:a2.

T 22 2
St =l=—S+3

a a
Esta é a equagao de uma circunferéncia de raio a centrada em (0,0). Portanto, a circunferéncia é um caso

particular de elipse.
Podemos verificar a equacao da elipse isolando a variavel y:

2 2 2 2 9 2 2 2
2y Y T Y T Y T x

T —:1:>—:1——:>(—) R N Y & S N Y & iy
a2+b2 b2 a? b a? b Y a?

Novamente, temos uma relacao e nao uma funcao. No exemplo seguinte é feito o grafico de um caso especifico
de elipse.

, . 2 2
Ex.1: faga o grafico da elipse dada por % + yT =1

Solugdo: vamos primeiro isolar a variavel y:

2

2 2
—+===1 —=1-— =1-— =£4/1— — .
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Agora, escolhemos alguns valores para z e calculamos seus respectivos valores em y. Para que o nimero dentro da
raiz ndo seja negativo, devemos ter

2 2
1—%20:»4 °

>0=24—-22>0=> 22> 4=22"<4=-2<2<2.

Usamos esses resultados para calcular uma tabela com alguns pontos e, a partir disto, construimos a figura corres-
pondente.

) 0

—1,5 | 40,661...

—1 | +0,866... s T .,
~0,5 | +0,968... - o | |

0 +1 I A = v AN 0‘1/4 *
0,5 | +0,968... . .

1 | +0,866... LY G

1,5 | 40,661...

P 0

Podemos, também, fazer os gréificos de elipses tirando os dados diretamente de suas equagoes, como nos
exemplos a seguir.

Ex.2: faca o gréafico da elipse dada por Ex.3: faca o grafico da elipse dada por
2 |y 2 | y?
5 + T = 1. T + T = 1.
Solucao: esta é uma elipse centrada em (0,0) com o Solucao: esta é uma elipse centrada em (0,0) com o
eixo horizontal medindo 3 e o eixo vertical medindo eixo horizontal medindo 1 e o eixo vertical medindo
2. 2.
) )

Podemos generalizar a equagao da elipse para o Y
caso em ela nao estd centrada na origem. A equacao
de uma elipse de eixo horizontal a e eixo vertical b
centrada em um ponto (zg,yg) é dada por

(z — $0)2 4 (y — yo)2

2 72 =1.

O grafico pode ser feito isolando a varidvel y e atribuindo valores & varidvel z:

(=20’ + @ —y)?=r"=@—w)’=r’—(@-—20)°=y—yo=+V/r2— (2 —20)? =

=y=yoxVr?—(x—xz)?.
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A validade da equacao pode ser testada calculando alguns pontos de uma circunferéncia e posicionando
esses pontos em um grafico, como ¢ feito no exemplo a seguir.

c . —2)2 —1)2
Ex.4: faca o grafico da elipse dada por (2 1 . % =1.

Solucdo: vamos isolar a variavel y:

@27 =1 L@V @2 @2

7 1
_22 _22
éy—lzia/l—%:y:li 1_%_

Agora, escolhemos alguns valores para x e calculamos seus respectivos valores em y. Usamos essa férmula para
calcular uma tabela com alguns pontos e, a partir disto, construimos a figura correspondente.

x f(x) x f(x) x f(x)
1 y: 5| ] 1,968 X 1,366
0 1 ’ 0,031... 0,133
1,661... 2 1,661...
0,5 { 0,338... 2 { 0 3,5 { 0,338...
1 1,866 9.5 1,968... 4 1
0,133 0,031... 5 A
Y Y
2T e © ® o,
[ ) [ )
1 ¢ [ ]
[ ) [ )
— : x x
0 1 2 3 4

Vamos, agora, fazer os graficos de algumas elipses extraindo os dados diretamente de suas equagoes.

Ex.5: faca o grafico da elipse dada por Ex.6: faca o grafico da elipse dada por
@12 @R (2 | D

Solucao: esta é uma elipse centrada em (1,2) com
eixo horizontal 2 e eixo vertical 1.
Y

Solucao: esta é uma elipse centrada em (—2, —1) com
eixo horizontal % e eixo vertical 2.

Y
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1.7 - Hipérboles

Hipérboles sao regioes do plano tais que o mddulo da diferenga de suas distancias a dois pontos (chamados
focos da elipse) é constante. Na figura ao lado, dados dois focos, F e Fy, todos os pontos da curva sao tais que
o médulo da diferenca das distancias até os dois focos é sempre o mesmo. Isto é exemplificado pelos pontos P
e P’ da figura. Temos:

|di — da| = |d} — dy] .

O centro da hipérbole é considerado como a metade do caminho enre as suas extremidades mais poximas.
Apesar de ser desconexa, a hipérbole é considerada uma tnica curva e nao duas.

E possivel descrever hipérboles centradas em (0,0) por meio de duas equagoes, dependendo da orientagao
dos focos:

2 2 2 2
T Y. oz
=1 7w =1
Yy Yy
b
_aO a x O x

Nas duas equacoes acima, podemos desenhar a curva isolando a varidvel y. Note que o resultado nao sera
uma func¢ao. No exemplo seguinte, faremos isto para um caso especifico de hipérbole.

2
Ex.1: faca o grafico da hipérbole dada por "’jl—Q —-& =1
Solugdo: vamos primeiro isolar a variavel y:
$2 y2 y2 $2 y2 .172 $2 .272
e I e N Ly RNy Iy i
11 T 171 Ty Ty STy 1
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Agora, escolhemos alguns valores para z e calculamos seus respectivos valores em y. Para que o nimero dentro da
raiz nao seja negativo, devemos ter

2 2

-4
3%—1202>:lj >0=>22-4>0=2>>4=>2< 2o0uz>2.

Usamos esses resultados para calcular uma tabela com alguns pontos e, a partir disto, construimos a figura corres-
pondente.

: | @)

—4 | £1,732... Y Y

—3.5| =+1,436 3 3

_3 :*:1,118... .. 2 .. 2

—2.5| +0,75 . ! . .

-2 0 . . . .

9 0 -5 -4 -352-1% |1 2 3 4 5 -5 -4 -3 -4 10 |1 2\3 4 5
1 -1

2,5 | 40,75 oo’ e,

-3 | £1,118... - -

3,5 | +1,436 -3 -3

—4 | £1,732...

Existe uma forma mais ficil de esbocar uma hipérbole. No caso de equacdes do tipo ﬁ—; - %—j =1, seguimos
0s seguintes passos: primeiro, desenhamos um retangulo onde as extremidades horizontais encontram-se em
T = —a e =a e as extremidades verticais em y = —b e y = b.

Y Y Y
b b b
o x x X
—a a —a a —Q a
—b —b —b

Depois, desenhamos duas retas: uma que passa pelos pontos (—a,b) e (0,0) e outra que passa pelos pontos
(a,b) e (0,0). Tendo essas retas, desenhamos hipérboles que vao se aproximando das retas conforme o médulo
da varidvel z vai aumentando. Essas retas sao chamadas assintotas das hipérboles.

Um procedimento semelhante pode ser usado no caso das equacoes do tipo z—j — ";—3 = 1. As figuras seguintes
ilustram os passos para o desenho da hipérbole.

Y Y Y
b b b
—a 0 a o —a a v —a a v
—b —b —b
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Ex.2: facga o grafico da hipérbole dada por Ex.3: faca o grafico da hipérbole dada por
x2 y? _ y2 z2 _
T - T — 1. T - T — 1.
Solucao: vamos utilizar a técnica de desenhar as Soluc¢do: novamente, iremos usar a técnica de desen-
assintotas para depois esbogar a hipérbole. har as assintotas.
Y Y
6 6
5 5
4 4
3 3
€T T
-3 —2 410 2 3 -3 -2 10 2 3
-3
—4
-5
—6 —6
B 7 - s 2 2
Ex.4: faga o grafico da hipérbole dada por % — =1
Solucao: y
4
3
1
x

A generalizacao para equagoes que descrevem hipérboles centradas em um ponto arbitrario (zg,yo) é feita
de modo semelhante ao das elipses:

(z—20)* (y—yo0)? (y —w0)*  (z—m0)°
2 2 1 ou 2 a2 1,

conforme a orientacdo dos focos. A técnica de desenhar as assintotas continua ttil, sendo que agora temos
que deslocar o retangulo que define as assintotas de modo que estas se interceptem no ponto (xg,yo), como é
mostrado nas figuras a seguir.
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Y
Yo+ b
Yo
Yo —b
x
0|24/~ a®0 20 Na

Vamos a dois exemplos.

Ex.5: faca o grafico da hipérbole dada por
(@=3)? _ (=2?° _

9 4
Solugéo: o centro da hipérbole é o ponto (3,2).

Y

123456&0

17

Yy
Yo+ b
Yo
Yo — b RN "
0 \20/Z a™ 20\k a

Ex.6: faca o grafico da hipérbole dada por
(@+3)? _ =4 _ 1

9 4

Solugéo: o centro da hipérbole é o ponto (—3,4).
Y

10,

Outras curvas podem ser tracadas em um plano, mas elas nao serao do nosso interesse aqui. Estas que nés
vimos neste capitulo (com exce¢io das retas) sdo chamadas conicas, pois podem ser obtidas fazendo-se secgoes
de um cone em diversos angulos. As equagoes algébricas que nds vimos neste capitulo nao sao as mais gerais
possiveis para as figuras de que estamos tratando. Uma generalizacao serd dada no capitulo seguinte.



