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Lista de Exercicios de CVE
Capitulo 6: Aplicacoes algébricas e geométricas de vetores

Vetores como pares ou ternas ordenadas.

Exemplo 1: escreva @ = 5 — 37 + 3k em termos de ternas ordenadas.

Solugao: U= (5,-3,3).

E1) Escreva os seguintes vetores em termos de ternas ordenadas:

a)@=31—j+2k b)b=i+3j+k c)c=4i+3j, d)d=—2i+3k.

Exemplo 2: dados os vetores @ = (3,—2,3) e ¥ = (—1,2,0), calcule @ — 37.

Solucdo: @@ — 37 = (3,-2,3) — 3(~=1,2,0) = (3,-2,3) — (—=3,6,0) = (3+3,-2— 6,3 — 0) = (6,8, 3).

E2) Dados os vetores a@ = (3,—4,1), b= (0,—4,3) e €= (2,—1,1), calcule:
a)@+b, b)b+7 c)2d, d) —b, e)2d—b, f)4b+3¢ g) —2a+ 4z

Exemplo 3: dados os vetores @ = (3,—2,3) e ¥ = (—1,2,0), calcule @ - .

Solugdo: @7 = (3,-2,3) - (=1,2,0) = 3.(=1) + (-2)2+30=—-3 -4+ 0= —7T.

E3) Dados os vetores a@ = (3,—4,1), b= (0,—4,3) e €= (2,—1,1), calcule:

a)@-b, b)b-G c)ad-é

Exemplo 4: dados os vetores @ = (3,—2,3) e ¥ = (—1,2,0), calcule @ x .

Solucao: P i
IxT = ‘ 3 -2 3 ‘ = [—2.02+3.(—1)5+3.2l}] - [3.22+3.0§' + (—2).(—1)1%] -
1 2 0

= (02 —3) +6k) — (61 + 0j +2k) = (0— 6)i + (=3 — 0)] + (6 — 2)k = —6i — 3] + 4k = (6, —3,4).

E4) Dados os vetores @ = (3,—4, 1), b= (0,—4,3) e €= (2,—1,1), calcule:
a)@xb, b)bx¢ c)adxé

Exemplo 5: dados os vetores @ = (2,—1,2), ¥ = (3,—-2,3) e & = (—1,2,0), calcule 4 - (¥ x ).

Solucao: 2 _1 9
UXT = ‘ 3 -2 3 |=[2(-2).04+(-1).3.(-1)+23.2]—-[23.2+ (-1).3.0+ 2.(-2).(-1)] =
-1 2 0

= (0+3+12)—(12404+4)=15-16=—1.

E5) Dados os vetores @ = (3,—4,1), b= (0,—4,3) e = (2,—1,1), calcule:
a)@-(bxd), b)b-(@xa).

Exemplo 6: escreva o vetor definido pelos pontos P(2,—1,4) e Q(—2,4,6).
Solucio: PO = (~2,4,6) — (2,—1,4) = (=2 — 2,4+ 1,6 — 4) = (—4,5,2).

E6) Escreva os vetores definidos pelos seguintes pontos:

a) A(1,-2) e B(4,6), b) C(2,0,—4) e D = (—3,5,7).
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Aplicagoes.

Exemplo 7: calcule o angulo (até uma precisao de 1°) entre os vetores @ = i— 27 + 4k e T =61 — 37 + 2%.

Solugao: da definicdo do produto escalar, temos

<y

<y

a- U= |u]|v] cosd = cosh = ==
|| ]

Calculando os médulos, temos

@] = /124 (-2)2+42 = V1 + 4+ 16 = V21 =62+ (=33 +22=36+9+4=V49=".

O produto escalar é dado por
0-U=16+(-2).(—3)+42=6+6+8 = 20.

Substituindo esses resultados na férmula para o angulo, temos

0 20 0 20
cosf—— = arccos .
7v21 7v21
O resultado acima é exato. Se quisermos aproximar o resultado para um angulo com precisio de até 1°, podemos
escrever
0 ~ 51°.

E7) Calcule os angulos (até uma precisao de 1°) entre os seguintes vetores:

)d—2z—j+3keb—3z—2j+k b)c—z—i—j—i—ked——z—j—k
)é'—4z+2]—2kef—3z+2]+2k d)g—2zeh—3k

Obs.: use os resultados arccos 0 = 907, arccos ﬁ ~ 389, arccos (—1) = 180°, arccos \/T ~ 53°.

Exemplo 8: calcule a projegao do vetor @ = (2,3,4) sobre o vetor 7 = (1,—1,0).

Solugao:

1 = <u-v>ﬁ: (2,3,4) - (1,—1,0) (1,-1,0) = 2.1+ 3.(—1) + 4.0 1 -1.0=27301 1.0 =

77 (1,-1,0)- (1, -1,0) 11+ (—1).(=1) + 0.0 1+1
1

11
2(1a_1;0)_ <_§7§70> .

E8) Calcule as projegoes do vetor @ = (—1 2, 3) sobre os seguintes vetores:

a)b=(2,1,1), b)é=(-1,1,4), ¢) d=(1,0,0).

Exemplo 9: escreva um versor ortogonal aos vetores @ = (2,3,4) e ¥ = (1,—1,0).

Solugédo: para fazermos isto, primeiro temos que calcular um vetor que seja ortogonal aos vetores @ e ¥. Como
sabemos que o produto vetorial entre eles é um vetor ortogonal a ambos, escrevemos

A=idx¥ = |2 3 4|= 3.0i+4.1j+2.(—1)k]—[4.(—1)i+2.0j+3.1k]:
1 -1 0
= (0i+47 —2k) — (—4i +07 +3k) = (0+4)i+ (4 - 0)] + (—2 — 3)k = 4i + 4] — 5k = (4,4, -5).

Portanto, o vetor i acima é ortogonal aos vetores @ e /. Para calcularmos o versor 1, temos que saber o médulo
de :

it = /42 + 42 + (=5)2 = V16 + 16 + 25 = V/57 .

Temos, entao, que

i_(4,4,—5)_<4 4 _5)
Al VAT \VET VBT VET)

Outro versor possivel seria o que tem mesma direcao e sentido oposto a 7, ou seja, o versor —n.
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E9) Escreva um versor ortogonal aos seguintes vetores:

a)d=(3,-1,2) eb=(—4,2,-3); b)&=(0,—4,3) ed=(2,-1,1); ¢) &= (4,0,—4) e f =(0,-2,2).

Exemplo 10: escreva o vetor de médulo 5 ortogonal aos vetores 4 = (2,3,4) e ¥ = (1,—1,0) e com o mesmo
sentido que @ x .
Soluc¢éo: do exemplo 9, temos que um versor que tem a mesma direc¢do e sentido que @ x ¥ é dado por

A_(4,4,—5)_<4 4 _5)
" s \VEr BT VBT

O versor que queremos pode ser calculado multiplicando-se o versor 71 pelo médulo desejado, isto é,

5= 50 5( 4 4 5 > < 20 20 20 >
W = on = ) [ = ) [ -
VOT /57 /57 VOT /57 /57

E10) Escreva os vetores pedidos abaixo:

(—4,2,-3) e com o mesmo sentido que @ x b;
(2 ,—1 1) e com o sentido oposto a ¢ X d:
(0,—2,2) e com o mesmo sentido que € X f.

a) um vetor de médulo 2 ortogonal a @ = (3,—1,2) e b =
b) um vetor de médulo 3 ortogonal a ¢ = (0,—4,3) e d =
¢) um vetor de médulo v/3 ortogonal a &= (4,0,—4) e f =
Exemplo 11: dados os vetores 4 = (3,—1,2) e ¥ = (2, 1,2), calcule a drea do paralelogramo formado por
eles.
Solugao: a area do paralelogramo formado pelos dois vetores é dada por A = |7 x ).
1 2 |= [—1.2i+2.2j+3.1k] - [2.1z'+3.2j+ (—1).2k] =

Sy
X
<y
I
N W o

1 2
= (—20+47+3k)— (20 +6j —2k) =(-2—-2)i+(4—6)j+(3+2k =
= —4i—2j+5k=(—4,-2,5).

Temos, entao,
|@ x 0] = /(—4)2 4+ (=2)2 + 52 = /16 + 4 + 25 = V45 = 3V/5.

Portanto, A = 3v/5.

E11) Calcule as areas dos paralelogramos formados pelos seguintes vetores:

a)d=(3,—1,4) eb=(2,1,3); b)é=(-2,1,0) ed = (0,—3,1).
Exemplo 12: calcule o volume do paralelepipedo formado pelos vetores 4 = (3,—1,0), v = (2,1,—1) e
@ = (2,1,1).

Solugao: o volume do paralelepipedo formado pelos trés vetores é dado por V = |@ - (¢ x @)|.

3 -1 0
q-(Txd) = |2 1 —-1|=
2 1 1

[3.1.14 (=1).(=1).2+ 0.2.1] — [3.(=1).1 4 (=1).2.1 4+ 0.1.2] =
(3+2+0)—(-3-2+0)=5—(=5)=5+5=10.

Temos, entdo, V =|10| = V = 10.

E12) Calcule os volumes dos paralelepipedos formados pelos seguintes vetores:

a) d=(—1,2,1), b= (3,4,2) e @= (3,-3,4); b) d=(0,4,-2), = (2,—1,3) e f = (3,0, —4).
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Respostas

El) a) (3,-1,2), b) (1,3,1), ¢) (4,3,0), d) (-=2,0,3).
E2) a) (3,-8,4), b) (2,-5,4), ¢) (6,-8,2), d) (0,4,-3), e) (6,—4,—1), f) (6,-19,15), g) (2,4,2).
E3) a) 19, b) 7, ) 11.
) a) —8i —9j — 12k, b) —i+6j + 8k, ¢) —3i—j + 5k
E5) a) —19, b) 19.
) a) AB = (3,8), b) OD = (-5,5,11).
)
)
)

5

E11) a) 5v/3, b)
E12) a) 57, b) 62.



