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Lista de Exercicios de CDI B
Capitulo 2: Revisao de integrais

Primitivas
Exemplo 1: verifique se F'(z) = x3—3 + 4 é primitiva de f(z) = 2°.
Solugao: F'(z) = % + 0 = z?. Portanto, F(z) é primitiva de f(z) = z2.
E1) Verifique se:

a) F(r) =% é primitiva de f(z) =z, b) F(x) = ﬁ +2 é primitiva de f(z) = x,

5 €epr
c) F(x) = :”2—2 — 2 6 primitiva de f(z) =z, d) F(z) = + x é primitiva de f(z) = z,
e) F(z) = 1 +2 ¢ primitiva de f(z) = &, f) F(z) = —1 4 3 é primitiva de f(z) = 5,
g) F(z) = 2y/x — 4 é primitiva de f(z) = ﬁ
Integrais imediatas
Exemplo 2: calcule a integral de f( ) = 3.
Solugéo: [ f(z)dz = [x3dx = 3+1 ﬁ +c.

E2) Calcule as integrais das seguintes fungoes:

a) f(z) ==, b) f(z) =2 ¢) f(z) =2 d) f(z) =1, e) f(z) =2".

Exemplo 3: calcule a integral de f(w)i3

341 —2 —2 1

Solugao: [ f(x)de = [ Jsdr = [27%dr =57 +c=25 +c=—-L5-4c=—55 +c

E3) Calcule as integrais das seguintes fungoes:
a) f(z) = g, b) f(&) =35, ©) f(2) =37 d) f(2) = 5.
Exemplo 4: calcule a integral de f(z) = V.

Solugdo: [ f(x)dx = [ Va'de = [2'/dx = 4733_:11 +c:%+c:%$7/3+c:§w7/3+c:%\3/:7+c.

E4) Calcule as integrais das seguintes fungoes:

a) f(z) =z, b) flz)= ¥z, ¢ f(z)=Va3, d) f(z)= V13, e f(w):%, f)f(fv)Z%ﬁa
8) f(z) = 5=

Exemplo 5: calcule a integral da funcao f(z) = 3”.

Solugao: [ f(z)dx = [3%dz = 5 +c.

E5) Calcule as integrais das seguintes fungoes:

a) f(z) = 2%, b) f(x) =37, ¢) f(z) =107, d) f(z) = €%, e) f(x) = 2.

Exemplo 6: calcule a integral da funcdo f(z) = senz.

Solugdo: [ f(z)dx = [ senzdx = —cosz + c.
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E6) Calcule as integrais das seguintes fungoes:

a) f(z) =cosz, b) f(z)= senhz, c¢) f(z)= coshz.

Integrais de combinagoes lineares de fungoes

Exemplo 7: calcule a integral da funcao f(z) = 3z — :3—2

Solucdo: primeiro, vamos preparar a funcdo de modo que ela fique mais facil de ser integrada:

2 1
f(z) :3$—x—2 :356—25 =z — 22772
Agora, integramos a fungéo:
-1 3 2
/f /3w—2$_2)—3——2—1+C—§$+ +c.

E7) Calcule as integrais das seguintes fungoes:
) £0) = +a, b) fla) =30 o) fla) <2041, 4) flo

)
g) f(z)=—35 ) f(z) =3— 5, 1) fl@) =327 =2, j) f(
1) f(z) =2 -2, m) f(z) = 22%+ 3coshz — 3°.

e) f(x) = 22>~ x, f) f(z) = &,
% k) f(z) = 3cosz — €7,

23,
) \/§

Integrais de produtos de fungoes: método da integracao por partes

Exemplo 8: calcule a integral da funcdo f(z) = zsenz.

/f(a:)da::/xsena:dx.

Este é um caso que pode ser resolvido através do método da integracdo por partes, baseado na férmula:

/u(m) dv(z) dz = u(x)v(z) — /v(w) dl;(j) dr +c', ou /u dv = uv — /v du+ ¢,

Solugao: temos a seguinte integral:

dx
onde ¢' é uma constante arbitraria. Na integral acima, tomamos
U=z,
dv = senz dz .
Desta forma, temos u=zx=>du=1ldr=du=dxr , dv=senzxdr=v=—cosz.

Com isto, podemos substituir os valores encontrados na férmula:

/acsena: dr = w(—cosx)—/(—cosx)dw+c': —wcosw+/cosx dv + ¢ = —xcosz + senx + '+ =

—xrcosT + senx +c .

E8) Calcule as integrais das seguintes fungoes:
a) f(z) =xzcosz, b) f(r) =xe”, ¢) f(z) =xsenhz, d) f(z) =Inz, e) f(z) =log,z.

Exemplo 9: calcule a integral da funcao f(z) = 22 cos z.

/f(x)dx :/x2 coszdzx .

Solugao: temos a seguinte integral:
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Usando o método da integracao por partes, escolhemos
u=2%,
dv = cosz dx .
Desta forma, temos
u=2’=du=2xdr , dv=coszdr=v=senz.

Substituindo os valores encontrados na férmula, temos:
/m2 cosz dr =z’ senx — / senz.2z dr + ¢ = 2®senz — Q/xsen;z: dz + ¢ .

A nova integral que apareceu no lado direito da equacdo acima também tem que ser integrada, usando o método
da integracdo por partes. Como isto ja foi feito no exemplo 4, vamos utilizar o resultado 14 obtidoe substitui-lo no
lugar da integral (tomando o cuidado de ndo dar o mesmo simbolo a duas constantes distintas):

2

/x2cos dr = z’senz —2(—zcosxz+ senz +c’)+c =z’senx +2rcosx — 2senx — 2¢" + ¢ =

= 2%senz + 2xcosx — 2senx + ¢ .

E9) Calcule as integrais das seguintes fungoes:

a) f(z) = x?senz, b) f(z)=2%€", c) f(z) = 2 cos .

Exemplo 10: calcule a integral da funcao f(x) = senze”.

/f(x)dx:/senxe””dx.

Usando o método da integracao por partes, escolhemos
U= senc,
dv = ¢e” dz .

Desta forma, temos u=senz = du=cosxdr , dv=e"dr=v=¢e".

Solugdo: temos a integral

Substituindo os valores encontrados na férmula, temos:
/ senze® dxr = cosze” — / e*cosx dr + ¢ =cosxe® — /cosxe”” dz + ¢ .

A nova integral que apareceu no lado direito da equacdo acima também tem que ser integrada, usando o método
da integracdo por partes. Escolhemos
U = COST ,
{ dv = e" dr ,

de modo que u=cost=du=—senxzdx , dv=e"dr=v=¢e".

Substituindo os valores encontrados na férmula, temos:
/cos:uez dr = —senze® — / e’(—senx) dx + "' = —senze” + / senz e’ dr +c" .
Substituindo este resultado na integral obtida da primeira integragdo por partes, obtemos
/ senze” dr = cosze” — <—senme”” + / senze” dx + c") +d =
= / senze” dr = cosze” + senze” — / senze” do —c' +c =
= / senze” dr + / senze” de =cosze® + senxe” —c' +c =

1 1
= 2/ senze® dr = cosze” + senze® — ' +c = / senze” dr = 2 (cosze” + senze”) + 5(—0" +c) =
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1
= / senz e’ dr = E(cosw%— senzx) e’ +c .

E10) Calcule as integrais das seguintes fungoes:

a) f(z) =cosze®, b) f(z) =senzcosz, ¢) f(z)=zlnz, d) f(z) = zlogyx.

Integrais de fungdes compostas: método da mudanga de varidvel

Exemplo 11: calcule a integral da funcao f(z) = sen (2x).

/f(ﬂ?)dw = / sen (27) dz .

Este é um caso que pode ser resolvido através da mudanca de varidveis:

Solugédo: temos a integral

1
g:2x:>dg:2da::>da::§dg.

Substituindo 2z por g e dx por %dg, a integral fica

1 1 1 1 1
/sen(2x)dwz/seng-§dg:§/sengdg:5(—cosg)+c:—§cosg+c:—§cos(2x)+c.

E11) Calcule as integrais das seguintes fungoes:

a) f(z) =cos(4z), b) f(z) = e 2%, ¢) f(z) = ﬁ, d) f(z) =2z +4, e) f(z) =2z —1.

Exemplo 12: calcule a integral da func¢io f(z) = z sen z2.

/f(x)dx:/xsenm2dx.

Podemos escrever a integral acima da seguinte forma:

/ senz? - xdz.

Agora, efetuamos a seguinte mudanca de varidveis:

Solugdo: temos a integral

1
g:xz:>dg:2a:da::>2xdx:dg:>a:da::Edg‘

Substituindo z? por g e xdz por %dg, a integral fica

1 1 1 1 1
/senx2-wdw:/seng-§dg:E/sengdg:5(—cosg)+c:—§cosg+c:—§cosw2+c.

E12) Calcule as integrais das seguintes fungoes:

a) f(z) =zcosz?, b) f(z)=ze”, ¢) f(z) = 225, d) f(z) =32v322 — 2.

Exemplo 13: calcule a integral da funcao f(z) = %sen Inz.

/f(w)dw:/%sen Inzdx .

Solucdo: temos a integral
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Podemos escrever esta integral da seguinte forma:
1
sen Inx - — dz.
x
Agora, efetuamos a seguinte mudanca de varidveis:
1 1
g=lnz = dg = —dx = —dz = dg.
x x
Substituindo Inz por g e %dm por dg, a integral fica

1
/senlnx-—dm:/sengdg:—cosg+c:—coslna:+c.
x

E13) Calcule as integrais das seguintes fungoes:

a) f(z) = e®cose®, b) f(z) =cosze™™?® ¢) f(z)= ﬁcos\/zf, d) f(z) = tgz, e) f(z) =

Integrais de poténcias de fungoes trigonométricas e hiperbdlicas

Exemplo 14: calcule a integral da funcio f(z) = sen?z.

/f(x)dx:/sen%vdx.

Da férmula do cosseno da soma de dois angulos, temos

Solugdo: temos a integral

cos(a + b) = cosacosb — sen senb ,

de modo que

2 2 2

cos(2z) = cos(z + &) = COSTCOST — SEeN T Sen T = COS

Usando a relacdo trigonométrica fundamental, temos

2 2 2

cos?z + sen’z =1 = cos’z =1— sen’z .

Substituindo na expressdo obtida anteriormente, temos

1
sen?z =1 — sen?z — cos(2z) = 2sen’z = 1 — cos(2z) = sen’z = 3 [1 - cos(2z)] .

/ldx— %/COS(QQ?) dz

Substituindo esta expressdo na integral, temos

/f(a:)da:

N | =

/ % [1 — cos(2z)] dz = %/[1 —cos(2z)] dz =

1 1
2%+ ¢ - 3 /cos(2m) dx .

A segunda integral pode ser resolvida por meio da mudanca de varidvel
1
g:2w$dg:2d$$d$:§dg.

Substituindo 2z por g e dx por %dg, a segunda integral fica

1 1 1 1
/cos(2a:) da::/cosg-§ dg = E/cosg dg = Eseng—i-c": Esen(2x)+c".

3z2—2
3 —2x+4"

r — sen’r = sen’r = cos’ r — cos(22) .
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Substituindo o resultado agora obtido, temos

/f(x)dx = lx +cd—= [— sen (21) + c"] = %x — isen (2z) +c .
E14) Calcule as integrais das seguintes fungoes:

a) f(z) =cos’z, b) f(z) = senh?z, c) cosh?z.

Exemplo 15: calcule a integral da funcio f(z) = sen®z.

/f(ac)dac:/sen%dmz/senw.sen%dw.

Da relagio trigonométrica fundamental, temos

Solucao: temos a integral

2

2r=1= sen?z=1—cos’z .

cos® + sen

Substituindo na integral, temos

/f(x)dx = /senm(l—cos2x)dm:/(senx— sen  cos’ 7) dmz/senxdw—/senxcos%cdx:

= —cosx+c'—/senxcos2xdac.

A segunda integral pode ser resolvida por meio da mudanca de variavel
g=cosx = dg = —senzdxr = senxdr = —dg.

Substituindo cosx por g e senz dx por —dg, a segunda integral fica

3
1
/ senzcos’ z dx = /92(—dg) = —/92 dg = —% +c' = —3 cos®z + .
Substituindo o resultado agora obtido, temos

1 1
/f(ac)dac:—cosw+c’—§cos3w+c”:—cosw—gcos3w+c.

E15) Calcule as derivadas das seguintes fun¢oes:

a) f(z) =cos®z, b) f(r) = sen’z.

Exemplo 16: calcule a integral da funcio f(z) = sen’z.

Solugdo: temos a integral

/f(a:)da: = / sen'zdr = / (sen 2gv)Q dx = / {% [1- (:05(231:)]}2 dr = / % [1—2cos(2z) + cos®(2z)] dz =

= i/ {1 — 2cos(2z) + % 1+ cos(4a:)]} de = %/ [1 — 2cos(2z) + % + %cos(4x)} dz =

1 3 1 3 1 1
= = [ 12 Z2cos(2z) + = cos(4 =2 [1de— = 2 - 4 =
4/ [2 cos(2x) + 2cos( x)} dz 8/ dx 2/cos( x) dz + 8/cos( x) dx

1 1
= gx +c - 3 /cos(2x) dx + g/cos(4a:) dx .

A segunda e a terceira integrais podem ser resolvidas por meio do método da mudanca de varidvel. O que obtemos
é

1 1
/cos(2x) dr = 5 sen (2z) + ", /cos(4a:) dr = 7 5en (4z) + " .
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Substituindo esses dois resultados na integral original obtemos, ent3o,

e Lk JaE ml =3, 1 1
/f(x)dx— 8gv+c 5 [2sen(2x)+c ] +8 [4sen(4x)+c = 3% 4sen(2a:)+32sen(4x)+c.

E16) Calcule as integrais das seguintes fungoes:

a) f(z) =cos*z, b) f(z) = senbz.

Integrais de razoes de fungoes: método das fragoes parciais

1
r2—-2r—8"°

o= [ o

Primeiro, temos que calcular as raizes da fungdo do denominador: f(z) = z? — 2z — 8. Ficamos, entdo, com a
equacdo z2 — 2z — 8 = 0. Utilizando a férmula de Bhéskara, temos

Exemplo 17: calcule a integral da funcao f(z) =

Solugédo: temos a integral

A =b* —dac= (-2)? —4.1.(-8) = 4 + 32 = 36.

x_—bi\/Z_—(—mi\/sE_HG_ 2
T 2 2.1 T2 T

v
w‘—}- [V
=)
|
w00
I
IS

Portanto, a solucdo é dada por S = {—2,4}.
Podemos usar estas raizes para escrever 2 — 2x — 8 = (z + 2)(x — 4), de modo que temos

1 1

2-2r-8 (z+2)(xz—4)

Agora, queremos encontrar constantes A e B tais que

A B 1

212 24 @+@—4)

Tirando o minimo multiplo comum do lado direito da equacdo acima, ficamos com

Al —4)+ Bz +2) _ 1 . . - ) _
G190 -1 ~—@re_n A 9+BE+2=1=dr-d4+Br+2B=1=

= (A+B)x —4A+2B =1.

Para que isto seja verdade, devemos ter

A+b=0= A=—B,
—4A+2B=1.

Substituindo o resultado da primeira equagdo na segunda, temos
1
—4A+2B:1:—4(—B)+2B:1#4B+2B:1¢68:1¢B:6.

Substituindo isto na primeira equacdo, obtemos A = —B = A = —%.
Agora que encontramos os valores de A e B, temos que
1 _—1/6  1/6
(x+2)(z—4) z+2 =x-4
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Substituindo na integral, temos

1 ~1/6  1/6 ~1/6 / 1/6
de = [ ————dz= do= | =Ldr+ [ L dw =
/f(a:)a: /562—226—8 v /<$+2+x—4> o /w+2 T Tz —4 v
1 1 1 1 1 1
— s = —imjr 24 lnjr—d] 4.
| 753 $+6/x—4 z 6n|:z:+ |+6n|:z: |+ ¢

E17) Calcule as integrais das seguintes fungoes:

a) f(z) = . b) f(x):ma ¢) f(z) = o—2—, d) f(w):#_mlw-

Integracgao por substituicao trigonométrica

Exemplo 18: calcule a integral da funcio f(z) = ——

1—=x

5 -

Solucgdo: temos a integral

/f(m)dm:/ﬁdm.

Primeiro, devemos notar que a funcio f(z) = \/1177 s6 é definida para 1 — 22 > 0, o que implica no seguinte:

1-22>0=>-22>-1=2>22<1=>-1<z<1.

Dentro do intervalo —1 < z < 1, temos que —1 < cosf < 1, o que implica que 6 estd sempre dentro de um dos
seguintes intervalos: 0 < 0 < m, 1 <O <2m, 27r <O < 37w, ...,0u -7 <O<0, 271<O< -7, =37 <0 <27,
etc, sendo que podemos escolher qualquer um desses intervalos para fazer a mudanca de varidvel de = para 6.
Escolhemos o intervalo 0 < 6 < mw. Dentro desse intervalo de valores, podemos efetuar a seguinte mudanca de
variavel:

T =cosf = dxr = —senf db.

Substituindo z por cosé e dx por —senf df, a integral fica

/ 1 dx—/ 1 B sen 8 o
V1 —z2 ) V1 —cos28 V1i—cos26

Utilizando a identidade trigonométrica cos? z+ sen?z = 1, temos que sen?z = 1—cos? z. Substituindo na integral,
temos

(—senf) df =

/ 1 d sen 6 sen 6 ”

_— €Tr = — _— = — _— .

V1—z? v/ sen 26 | sen 6

Dentro do intervalo que escolhemos, 0 < 8 < 7, temos que senf > 0, de modo que a integral fica

sen 6

1
/\/l—gv2 dac——/ sen 6

Agora, precisamos voltar & varidvel original (z). Dentro do intervalo considerado acima, temos

d0:—/1d0:—9+c.

z = cosf = 6 = arccos x.

Substituindo no resultado da integral, temos

1
flz)dz = / ——— dx = —arccos z + c.
V1— 22

E18) Calcule as integrais das seguintes fungoes:

a) f(z) = ﬁ, usando a substituicdo z = sinf; b) f(z) = ﬁ; c) flz) = H—%
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Respostas
E1) a) é primitiva, b) é primitiva, c) é primitiva, d) ndo é primitiva, e) ndo é primitiva, f) é primitiva,

g) é primitiva.
E2) a) [ f(z)dz = b)ff(x)dx:§+c, c)ff(a:)da::%+c, d) [ f(z)dz =z +ec, ffxdx:%—f-c.
E3)a) [f(x)de=—a'4+c=-2+¢, b) [fla)dz=-2a3+c=—35+c, ¢ [fla)dz=—3a7"+c=—22 +c,

d) ff(x)dx:—%m’5+c———+c
E4) a) [ f(z)de = 222+ c=2Va3 + ¢, b) [ f(a)de = 32*3 +c= 23Vt +¢, o) [ f(a)de = 225/ + ¢ = 2Vab + o,

Q) [ @) = 35+ e = 3T 4 ¢, o) [ f@)ds=2F+e, ) [ f(a)de =2+ e = 4 4,

g) [ fl@)de = =327 4 e = —S g +c.
E5) a) [ f(z)dz = 25+ ff dz = s+, o) [ fla)de = 2%+e, d) [ f(z)dz = e"+c, e) [ f(z)dx =In|z|+e.
E6) a) [ f(z)dz = senz +¢, b) [ f(z)dz =coshz+e¢, ¢) [ f(z)dz = senhz + c.
E7)a)ff(x)da::””3—3+ﬁ b) [f(z)dz=23+¢, ¢) [flz)dz=2*+z+¢, d) [ f(z)dz :””2—2—1-%—}-0,

e) [ flo)dz = 32° - 2 3/2+c—2 3——xf f) [f)de = -2 +ec, g) [flz)de =3

, V3

h) [f(z)dz =3+ 2 +¢, i) [ f(z) ﬁHx’T'H 2 +e, j) [ fl=z dw—f;—ﬁ\/_—kc

k) [ f(z)dz =3senz — e® +¢, 1) [ f(z)de = &5 —3In|z|+¢, m) ffwdw:7+3senhw—%+c.
E8) a) [ f(z)dz = zsenz +cosz +¢, b) [ f(z)dr =ze® —e* +¢, ¢) [ f(z)dz = zcoshz — senhz + ¢,

d) [f(x)dz =alnz —x+¢, e) [ f(z)de =zlogyz — zlog, e+ c.
E9) a) [ f(z)dz = —z*cosz + 2zsenz + 2cosz +¢, b) [ f(z)dr = 2% e —2ze” +2€* + ¢,

9) ff(ac)dac:w3senw+3x2cosw—6xsenx—6cosw+c.
E10) a) [ f(z)dz = L(cosz + senz)e” +¢, b) [ f(z)dz = ;sen?z +e¢, ¢) [ f(z)dz = % (nz—1) +e¢

d) [ f(z)dz = xz—z (log, z — L log, €) +
Ell) a) [ f(z)dz = Lsen(4z)+ec, b) [ f(z)dz = —te > +¢, o) [ f(z)dz =In|z—2|+c, d) [ f(z)de = 1(22+4)3/+c,

e) [ f(z)dz = 22z — 1)*/3 +c.
E12) a) [ f(z)dz = $senz’+c, b) [ f(z)dz = %e12+c, ¢) [ f(z)dz = $In|z?+2|+c, d) [ f(z)de = £(32%—2)3/2+c.
E13) a) [ f(z)dz = sene® +¢, b) [ f(z)de =e>"® +¢, ¢) [ f(z)de =2sen\/x+¢, d) [ f(z)de =—1In|cosz|+c,

e) [ f(z)de =In|32% — 2z + 4| + c.
El4) a) [ f(z)dz = o + +sen(2z) + ¢, b) [ f(z)de = —3z+ {senh(2z) + ¢, ¢) [ f(z)dz = 1z + Lsenh(2z) +c.
E15) a) [ f(x)dz = senz — £sen®z +¢, b) [ f(z dx:—cosx+—c053x—%cos z+c.
E16) a) [ f(z)dz = 2z + I sen (2z) + g5 sen (4z) + ¢, b) [ f(z)dz = Lo — 3 sen (2z) + L5 sen?(z) + .
E17) a) ff(x)dx:—%ln|x+1|+%ln|x—1|+c, ) [ f(z)dz = —ln|x—1|+ln|a:—2|+c,

¢) [f@)de =—3In|z+ 1]+ 1ln|z - 3|+¢, d) [f(z)de=In|z—2|+c
E18) a) [ f(z)dz = arcsenz + ¢, b) [ f(z)dx = arcsenhz + ¢, ¢) [ f(z)dz = arctgz + c.



