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2 - Equacoes diferenciais ordinarias lineares de
primeira ordem homogéneas com coeficientes
constantes

2.1 - Método dos polinémios caracteristicos
2.2 - Problemas de valores de contorno
2.3 - Aplicacoes

Neste capitulo iniciaremos nossos estudos de métodos para a resolucao de equacgoes diferenciais. Come-
caremos pelo tipo mais simples. Em primeiro lugar, somente consideraremos equacoes diferenciais ordinérias
lineares. Neste curso, somente esse tipo mais simples de equacoes serd estudado. Além disto, neste capitulo,
estaremos considerando somente equacoes diferenciais de primeira ordem homogéneas, isto é, aquelas que
envolvem somente uma funcao desconhecida e a sua derivada. Também estaremos vendo apenas o caso em que
essas equacoes diferenciais tém coeficientes constantes. Quando sujeitas a todas essas limitagoes, essas equagoes

ficam da forma
ay +by=0.

Apesar de termos limitado bastante o tipo de equagbes que iremos estudar, existe um nimero bastante grande
de aplicagoes, como veremos na secao 2.3 deste capitulo.
A seguir, estudaremos um métdo que resolve todas as equagoes diferenciais do tipo descrito acima.

2.1 - Método dos polindmios caracteristicos

Como ja foi visto no capitulo anterior, a solucao de equacoes diferenciais de primeira ordem freqiientemente
envolvem funcgoes exponenciais. Vamos, agora, considerar que, dada uma equacao diferencial do tipo

ay' +by =0,

a sua solucao é uma funcao do tipo
y=Ae",

onde A e r sao constantes. Para que a fungao acima seja uma solucao da equagao diferencial, ela tera que
satisfazer a ultima quando substituirmos a fungao y. Para isto, precisamos da derivada da funcao y:

y =rAde™ .
Substituindo na equacao diferencial, temos
ay’ +by=0= arde™ +bAe™ =0= A(ar +b) e =0

Sabemos que uma fungao exponencial nunca se anula. Portanto, a iinica forma da expressao acima se anular é
quando

A(ar +0)=0.

Agora, temos duas opcdes: ou o coeficiente A é zero, o que implica y = 0.e"* = 0, que é a solucao nula, chamada
solucao trivial, ou temos

ar+b=0.
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Como os coeficientes a e b sdo niimeros conhecidos, podemos determinar r em termos deles:

b
ar+b=0=ar=-b=r=——.
a

A solucao fica, entao,

by

y=Ae a",
onde A permanece indeterminada e é precisamente o coeficiente arbitrdrio que se espera da solucdo geral de
uma. equacao diferencial de primeira ordem.

A equacao ar+b = 0 é chamada equacao caracteristica da equacao diferencial ay’ +by = 0. Resolvendo esta,
equagao, é possivel encontrar a solucao geral da equacao diferencial. Isto ilustra o método chamado método dos
polinémios caracteristicos, que pode ser aplicado na resolucao de equagoes diferenciais de diversas ordens (isto
serd visto nos capitulos seguintes). Este método serd usado agora na resolucao de algumas equagoes diferenciais
de primeira ordem.

Ex.1: encontre a solugao geral da equacao diferencial 3y’ — 2y = 0.

Solugao: usando o método dos polindmios caracteristicos, podemos escrever a equagao caracteristica
r—2=0=r=2.

Portanto, a solucgao geral fica y=Ae**  AcR.

Ex.2: encontre a solugio geral da equacao diferencial 2y’ + 4y = 0.

Solugdo: a equagdo caracteristica fica
2r+4=0=>2r=—-4=r=-2.

Portanto, a solucgao geral fica y=Ae?®  AcRR.

Ex.3: encontre a solugio geral da equacao diferencial 3y’ — 5y = 0.

Solugdo: a equagdo caracteristica fica
5
3r—5:0:>3r:5:>r:§ .

Portanto, a solucao geral fica y= Aes® , A€ R.

Como pudemos ver, a utilizacao desse método é bastante simples e reduz o problema da determinacao de
uma equacao diferencial de primeira ordem ao da determinacdo de uma equacao de primeiro grau. Veremos a
seguir alguns exemplos de equacgoes diferenciais desse tipo associadas a condigoes de contorno.

2.2 - Problemas de valores de contorno

Quando uma equacao diferencial do tipo estudado neste capitulo vem junto com uma condi¢ao de contorno
conveniente, podemos determinar uma solucao particular que satisfaca essa condicao a partir da solucao geral,
obtida através do método explicado na secao anterior.

Ex.1: encontre a solugao da equagao diferencial 2y’ — y = 0 sujeita & condi¢ao de contorno y(0) = 2.

Solugdo: a equagdo caracteristica fica 1
2r—1:0:>2r:1:>r:§.

Portanto, a solucgao geral fica Y= Aez® , A€ R.
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Aplicando a condicdo de contorno, temos
y(0)=2=Ae20=2=4"=2=41=2=A4=2.

Portanto, a solucao fica y=2 e

Ex.2: encontre a solu¢ao da equagao diferencial 2y’ 4+ 3y = 0 sujeita & condi¢ao de contorno y(0) = 4.

Solugdo: a equagdo caracteristica fica

3
2r+3=02>21“:—3:>r:—§.

Portanto, a solucgao geral fica Y= Ae3® , A€ R.
Aplicando a condicdo de contorno, temos
y(0)=4=Ae 20=4=3 A" =4=A1=4=A=4.

Portanto, a solucao fica y=4 e 3

Ex.3: encontre a solugao da equacgao diferencial ¢y — 4y = 0 sujeita & condigao de contorno y(1) = 3.

Solugdo: a equagdo caracteristica fica
r—4=0=>r=4.

Portanto, a solucao geral fica y=Ae'™  AcR.

Aplicando a condicdo de contorno, temos
3
y(l):3$1464'1:3$A64:3¢A:?$A:36_4.

Portanto, a solucdo fica y=3e 1l =34

2.3 - Aplicacoes

O tipo de equacées diferenciais de primeira ordem que estamos estudando neste capitulo é um tanto restrito,
mas tem diversas aplicagoes em dreas tao distintas quanto a fisica nuclear e financas. Veremos agora alguns
exemplos dessas aplicagoes.

a) Dinamica populacional.

Consideremos uma, populagdo de algum ser vivo capaz de se reproduzir: uma populagao de coelhos, de
peixes ou mesmo de bactérias. Se nao houver qualquer limitacdo para o seu crescimento, isto é, falta de
comida, predadores, doencas ou outros fatores externos, essa populacao tenderd a aumentar. Esse aumento
serd maior se a populacao também for maior. Com base nessas hipdtese, podemos criar um modelo que exprima,
como essa populagio ird crescer com o tempo. Considerando P(t) uma fun¢ido que exprime a populacido com
relacao tempo ¢, podemos deduzir a seguinte equagao diferencial:

dP
— =kP
dt ’

que indica que a variagao da populacdo com relacdo ao tempo é diretamente proprocional & populacao ja

existente. A constante k depende de fatores como o nivel de fertilidade da populacao a ser estudada. E comum

representarmos a derivada com relacao ao tempo de uma funcao como um ponto acima dela, isto é, % = P.



Leonidas Sandoval Junior - EQD - Capitulo 2 - Versao 02/2001 4

Utilizando esta notacao, a equagao diferencial fica
P=FkP.

Esta equacao diferencial pode ser resolvida utilizando o método dos polinémios caracteristicos. A equacao
caracteristica relativa a essa equacao diferencial é

r==~k.
Portanto, a solucao da equacao diferencial é dada por
P(t) = Aef |

onde A é uma constante que pode ser determinada mediante condi¢oes de contorno adequadas. Este problema,
jé foi visto no capitulo 1, mas aqui apresentamos o método de como resolver a equacgio diferencial. A seguir,
veremos alguns exemplos que utilizam esta férmula.
Ex.1: em um laboratério, os cientistas estudam uma colénia de bactérias que foi colocada em um recipiente
cheio de nutrientes. Considerando-se que essas bactérias se repoduzem a uma taxa k = 6 bactérias por dia e
que a populacao inicial era de 2.000 bactérias, calcule o nimero de elementos desta populacao apds 1 dia, 2
dias e uma semana.
Solucao: neste caso, podemos usar o modelo de crescimento populacional dado pela equacao diferencial

dP dP

dt = =

A equacgdo caracteristica é 6
r==6,

de modo que temos a solucao geral
P(t)=Ae" | A€ R.

Utilizamos agora a condi¢do de contorno segundo a qual a populagio inicial de bactérias é de 2.000, isto é, P(0) = 2.000:
P(0) =2.000 = Aef° =2.000 = A.1 =2.000 = A =2.000 .
Portanto, a funcao que descreve a populacao de bactérias como funcao do tempo é
P(t) = 2.000€% .

Apés 1 dia, teremos
P(1) = 2.000e%! = 2.000e° = 806.857.

Portanto, apds 1 dia teremos 806.857 bactérias (note que o resultado foi arredondado para um nimero inteiro, pois nao
existe meia bactéria viva). Apés dois dias teremos

P(2) = 2.000e5% = 2.000e'? = 32.550.958.
Portanto, apds dois dias teremos 32.550.958 bactérias. Apds uma semana, que é igual a sete dias, teremos
P(7) =2.000€%7 = 2.000e*? ~ 3,48.10%* |

isto é, 3,48.10%! bactérias! Isto é o resultado do crescimento exponencial dessa populacio.

Ex.2: um pecuarista tem 360 cabecas de gado. Em 5 anos, considerando a procriagao natural do rebanho
e a auséncia de abate de animais, essa populacdo passa a ser de 2.104 cabecas de gado. Qual é a taxa de
crescimento anual do rebanho?

Solucdo: em primeira aproximacio, podemos considerar que o crescimento populacional é diretamente proporcional ao
nimero total de elementos da populacao. Esse modelo é descrito pela equacao diferencial

d—P:kP:P:kP,
dt
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que tem como solucao geral
P(t)=Aée | Ae R.

Para determinarmos a constante A, podemos usar a condi¢do de contorno segundo a qual a populacio original era de
360 vacas e bois:

P(0) =360 = Aeh? =360 = Ae® =360 = A.1=2360= A=2360.
Portanto, a solucao da equacao diferencial fica
P(t) = 360kt .

Para determinarmos o valor da constante k, que é a taxa de crescimento populacional por ano, usamos o fato da
populacdo ter aumentado para 2.104 cabecas apds 5 anos, ou seja,

2.104
P(5) = 2.104 = 360e° = 2.104 = 360e°* = 2.104 = & = % .
Aplicando o logaritmo natural dos dois lados da equacdo acima, temos
2.104 2.104 1. 1.204
In e =1 Sk=In-—— = k=_-In—— ~0,2415 .
neTTMge T T 360 VT 5 M B0

Portanto, a taxa de crescimento populacional do rebanho foi de 0,2415 por ano.

b) Decaimento radioativo.

Como aprendemos em Quimica e em Fisica, as particulas constituintes dos elementos da natureza sao os
atomos, formados por um nicleo circundado por elétrons. O nicleo atémico é composto por protons e néutrons,
que se aglomeram em um espago muito pequeno do dtomo. O nimero de prétons de um nicleo determina a
naureza do material que dele é feito. Por exemplo, um d4tomo com um sé préton é o 4tomo de hidrogénio. Um
atomo com dois préotons é o dtomo de hélio e um dtomo com 8 prétons é o d&tomo de oxigénio.

A massa de um atomo é dada aproximadamente pela soma dos prétons e néutrons do nicleo. No caso
de 4tomos ndo muito massivos, o nimero de prétons e néutrons no nicleo é o mesmo, mas em atomos mais
massivos o nimero de néutrons tende a ser maior que o nimero de prétons. Alguns desses d&tomos mais massivos
tém um nucleo instavel, o que significa que eles tém uma tendéncia a expelir parte do nicleo para conseguir
uma configuracao mais estidvel. Quando isto acontece, prétons e néutrons sao expelidos a altas velocidades.
Como o niicleo perde prétons, o &tomo muda de elemento. As particulas expelidas do niicleo formam um dos
tipo de radiacao, e podem causar danos a seres humanos devido as altas velocidades com que sao expelidas,
pois podem colidir com o nicleo de uma célula e alterar o seu DNA de modo a torni-la uma célula cancerosa.
Os materiais que tém ntcleos instdaveis sao chamados materiais radioativos.

De acordo com a Mecanica Quantica, o nicleo de um adtomo radioativo tem uma probabilidade de emitir
uma particula em um determinado intervalo de tempo. O evento poderd ocorrer ou nao, dependendo dessa
probabilidade. Quando um atomo radioativo emite uma parte de seu ntcleo, diz-se que ele decai. Devido a
esse decaimento probabilistico, se tivermos uma grande quantidade de 4tomos, alguns deles decairao e outros
nao. O efeito disto é que, ao invés de todos os dtomos de uma determinada amostra decairem simultaneamente,
ocorrerd um decaimento gradativo dependente da probabilidade de decaimento de um dtomo individual. Entao,
em uma determinada amostra de material radioativo, teremos cada vez menos material radioativo e cada vez
mais material decaido. Quanto mais material radioativo estiver presente na amostra, maior serd o niimero de
ntucleo que decaem. Com base nisto, podemos montar a equacao diferencial

dm

9N g
di s

onde m é a massa de material radioativo, ¢ é o tempo e k é uma constante que indica a taxa de decaimento de
um determinado elemento. A equacgao caracteristica desta equacao diferencial é

r=—k,
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de modo que a solucdo da equacao diferencial é dada por
m(t) = Ae M |

onde A é uma constante que pode ser determinada mediante condicoes de contorno adequadas. A solucao
mostra que o decaimento cai exponencialmente. Por isso, um material radioativo emitird muita radiacao no
inicio e baixas doses de radiacdo apds um certo periodo de tempo.

Ex.1: o radio 226 é um material radioativo que decai a uma taxa de 0,0004279 ano~!. Dada uma quantidade
de 50 mg de radio, calcule a massa nao decaida do elemento apés um 500 anos.

Solucio: a velocidade do decaimento depende da quantidade do produto. Com base nisto, podemos montar a seguinte

equacao diferencial:
dm

=k
dt e

onde m = m(t) é a quantidade (em mg) do material ndo decaido, ¢ é o tempo e k é a taxa de decaimento por ano.
Temos, entdo, k = 0,0004279 ano~! e a condicdo de contorno segundo a qual a massa inicial era de 50 mg, isto &,
Q(0) = 50 myg.

Vamos, agora, resolver a equacao diferencial, que podemos escrever como

m = —km
A equacdo caracteristica fica
r=—-=k,
de modo que a solucao geral é dada por
m(t) = Ae % |

Substituindo &, temos
m(t) = A 00004279t

Aplicando a condic¢io de contorno, temos
m(0) = 50 = Ae 000042790 — 50 = 4% =50 = A =50.
Portanto, a equacdo que determina a massa nao decaida fica
m(t) = 5000004279t
Usando essa equacao para t = 500 anos, temos
m(500) = 50 ¢~0:0004279.500 _ 50, —0.21395 . 4() 37

Portanto, apés 500 anos restardo 40,37 mg de material radioativo.

A meia-vida de um material radioativo é definida como sendo o tempo que metade da amostra desse
material leva para decair. Este tempo pode ser calculado da seguinte forma. Dada a equagao para o decaimento
radioativo de um certo material,

m(t) = Ae M |

podemos aplicar a condicao de contorno de que a quantidade inicial de material radioativo da amostra é my,
de modo que

m(U)=m0:>Aefk'0:m0:>A.1:m0:>A:m0.

Portanto, a equacao fica

m(t) = moe * .

Se 7 é o tempo necessario para que metade de uma amostra decaia, isto é, 7 é a meia-vida de um certo elemento,
temos que

1 1
m(T) = 3™Mo = mge ¥ = ™Mo = ek = 3
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Aplicando o logaritmo natural em ambos os lados da equacio acima, temos
—kT 1 1
Ine :1n§:>—k’rzlnl—ln2:>—kT:0—1n2:>k7':1n2=>’r: Eln2.

Portanto, a meia-vida de um certo elemento pode ser calculada se soubermos a taxa com que ele decai.

Ex.2: calcule a mei-vida do radio 226 sabendo que sua taxa de decaimento é 0,0004279 ano .

Solucdo: podemos calcular a meia-vida usando a férmula deduzida anteriormente:

7T=-In2

1
- In2~1619,88.
% 0,0004279 619,88

Portanto, a meia-vida do radio 226 é de aproximadamente 1.620 anos.

c) Juros compostos.

Vamos supor que uma pessoa faz uma aplicacao de seu dinheiro, seja em poupanca ou em fundos de agoes,
ou outra aplicacao qualquer. Ao final de cert tempo, essa pessoa espera receber o seu dinheiro com juros, isto
é, o investimento inicial mais um certo valor de dinheiro.

A férmula usada para o calculo do saldo s de um valor inicial sg de dinheiro aplicado a uma taxa de juros
anual k, onde os juros sdo concedidos um niimero n de vezes por ano (de més em més isto seria n = 12 vezes) é

s(t) = so (1 + %)m .

Por exemplo, se alguém aplica 1.000 reais na poupanca a uma taxa k = 0,07 ao ano, onde os juros sao calculados
més a més (n = 12), ao final de 3 anos terd um saldo dado por

0.07 12.3
$(3) = 1.000 <1+ B ) ~1.233 .

Portanto, ao final de trés anos, a pessoa tera 1.233 reais.

Se quisermos fazer o cdlculo de quanto um investimento renderd se os cdlculos dos juros forem feitos de
forma continua, isto é, qando n é infinito, podemos montar a seguinte equagao diferencial baseando-se na idéia
de que quanto maior for o valor investido, maior serd o valor a ser acrescido devido aos juros. Podemos assumir
que o valor a ser acrescido também depende da taxa k de juros, de forma que temos a equagao diferencial

ds
— = ks
dt ’
cuja equacao caracteristica é
r==k,
de modo que a solugao geral fica
s(t) = Aekt |

onde A é uma constante arbitraria. Se considerarmos a sma inicial como send sg, temos
_ kO _ 0 _ _ _
s(0)=s9g=> A"’ =50 => Ae" =50 => Al=50=> A=,

de modo que a solucao fica

s(t) = sg et .

A seguir, faremos duas aplicagoes desta férmula.
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Ex.1: uma empresa investe 5.000 reais em um fundo de a¢des com taxa de rentabilidade anual £ = 0,15 ao
ano calculada continuamente. Apds 3 anos, qual serd o valor que a empresa possui neste fundo?

Solugao: temos que

s(t) = so e,

onde neste caso sg = 5.000 e k = 0,15 ao ano. Temos, entdo,
s(t) = 5.000%15
Apés trés anos, temos
5(3) = 5.000€%15-3 = 5.000€%%5 ~ 7.842 .

Portanto, ao final de 3 anos a empresa terd 7.842 naquele fundo de investimentos.

Ex.2: uma pessoa pega emprestado 300 reais por meio do seu cheque especial a uma taxa de 12% ao més.
Quanto essa pessoa estard devendo ao banco apds 4 meses por causa desse empréstimo se os juros forem
computados continuamente?

Solucao: temos que

s(t) = so e,

onde sg = 300 e k = 0,12 ao més. Temos, entao,
s(t) = 300e%1% .
Apds quatro meses, teremos
5(4) = 300e%'2* = 300e%® ~ 484,82 .

Portanto, ao final de 4 meses a pessoa estard devendo ao banco 484 reais e 82 centavos.




