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1 - Introducao

1.1 - Problemas preliminares

1.2 - Classificacao

1.3 - Solucoes

1.4 - Problemas de valores de contorno

Neste curso nés estudaremos as equacoes diferenciais, que sao equacoes que envolvem derivadas de fungoes
desconhecidas. Nosso estudo das equagoes diferenciais envolverd o aprendizado de diversas técnicas de resolugao
destas, o que significa descobrir qual é a fungao desconhecida de cada uma delas.

Ex.1: a expressao g—g + 3y = 0 é uma equacao diferencial.

~ 2 , ~ . .
Ex.2: a expressao jm—g — 3% 4+ 4 = 0 é uma equacao diferencial.
B - 2 , . .
Ex.3: a expressao x‘fiT‘f — 2t = 0 é uma equacao diferencial.

Ex.4: a expressio y? — 2y + 4 = 0 ndo é uma equacio diferencial, pois ndo envolve derivadas da funcio
desconhecida.

Equacées diferenciais sao muitissimo usadas em fisica, quimica, engenharia, matemaética, biologia, econo-
mia, negdcios e outras dreas. Seu estudo possibilitou a maioria da tecnologia e ciéncia modernas. A seguir,
estudaremos alguns exemplos de equacoes diferenciais encontradas em situacoes praticas.

1.1 - Exemplos preliminares

Vamos agora ver alguns exemplos de equagoes diferenciais que emergem em diversas dreas do conhecimento.
Muitos desses problemas serao melhor estudados durante o curso.

Ex.1: consideremos uma particula em movimento retilineo, sendo que sua velocidade é proporcional ao dobro
do espaco percorrido por ela mais uma velocidade inicial vg. Temos, entao, que

v=2zx+ 19 ,
onde v é a velocidade da particula e £ é o espaco percorrido por ela. Como v = ‘fi—f, temos
dx
— =2z 4+ g .
dt 0

Essa equagao envolve uma funcao desconhecida (z(t)) e sua derivada com relagao ao tempo e portanto é
uma equacao diferencial.

Ex.2: vamos agora considerar o caso de um corpo de massa m suspenso por uma mola. Em sua posi¢ao de
equilibrio, a massa permanece parada e a tracao da mola sobre o corpo é igual ao seu peso. Se comprimirmos
ou esticarmos a mola, haverd uma forca F' que depende do tipo de mola que estamos usando. A lei de
Hooke descreve a forma como podemos relacionar a for¢ca produzida pela compressao ou distencao da mola
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com a posicao que o corpo acoplado a esta ocupa:
F=—kz,

onde F' é a forca, k é chamada constante da mola
e depende do tipo de mola (mais grossa, mais fina,
longa ou curta, material de que é feita, etc.) e
x é a posicao do corpo com relacao ao ponto de
equilibrio. De acordo com a segunda lei de Newton,
F = ma, onde m é a massa do corpo acoplado a
mola e a é a sua aceleracao. Portanto,

N,

ma = —kx . — 0 (equilibrio) 7

!
8

Como a aceleracao é a derivada segunda da posicao
com relacao ao tempo, temos, entao, a equacao
diferencial

7] = |P|

d*x

Ex.3: consideremos agora um péndulo consistindo de um corpo de massa m acoplado a uma barra de massa
muito pequena (de modo que podemos considerd-la zero) e comprimento ! presa em uma de suas extremi-
dades. Esse sistema esta disposto de modo que o movimento do corpo esta restrito a um plano.

Tal corpo estd sujeito & forca peso P devida A sua massa
e a uma forca de tracao T exercida sobre ele pela barra
A forca resultante da acao dessas duas forcas, R=P+ T
dé origem ao movimento do péndulo, que sera descrito pela
variacao do dngulo da barra com relacdo a um eixo vertical
colocado no ponto onde a barra esté fixa.

Considerando a lei de conservagao do momento angular
(conforme o curso de Fisica), pode-se deduzir a seguinte
equacao diferencial para a variacdo com relacao ao tempo
do angulo € de inclinacao da barra com o eixo vertical:

@ = —gsenH
a2 1 '

Ex.4: em biologia, no estudo de populacoes que crescem sem limitagoes fisicas, como no caso de colonias de
bactérias crescendo em laboratério ou de uma espécie que nao tem predadores ou limitagoes de comida, po-
demos dizer que a variacao da populacao com o tempo depende da quantidade de individuos existentes.
Quanto mais individuos houver, maior serd a procriacdo. Com base nesta idéia pode ser montada a equagao
da proliferagao ilimitada de uma determinada populagao:

dP
— =kP
dt ’
onde P é a populacao como funcao do tempo ¢ e k é uma constante positiva chamada taxa de procriacao

que varia de acordo com o ambiente em que a populacao vive e com a espécie com que se estd lidando.

Ex.5: no caso de populagoes que encontram limitacées para o seu crescimento, seja pela falta de comida ou
pela existéncia de predadores, uma equacao que aproxima bastante bem o desenvolvimento destas com o
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tempo é a chamada equacao logistica, dada por

d—P:kP—lP2,
dt

onde P é a populacao como funcao do tempo ¢, k é a taxa de procriacao e [ é uma constante que indica
o grau de limitacio que a populacio sofrerd. Ela regula a influéncia do termo P2, que torna-se mais
importante conforme a populacao cresce, imitando, por exemplo, a escassez de alimento resultante dessa
expansao.

Ex.6: um outro exemplo de alicacao de equagoes diferenciais é no calculo de juros compostos (juros sobre

juros) de empréstimos ou aplicagdes financeiras. Suponhamos que alguém depositou uma certa quantia S
de dinheiro na poupanca e que esta tenha uma taxa de rentabilidade r a cada ano e que o lucro seja cal-
culado més a més. No final de um més, essa pessoa terd mais dinheiro do que havia depositado. Como a
renda é calculada sobre o dinheiro que estd na poupanca, se o individuo nao retirar parte do dinheiro in-
vestido a renda do més seguinte serd maior. Se o dinheiro ficar aplicado tempo suficiente, a pessoa terd um
valor muito maior do que depositou inicialmente.

Agora, vamos supor que a renda fosse calculada diariamente, como ocorre em certas aplicagoes finan-
ceiras. E se ela fosse calculada minuto a minuto? No limite em que os juros compostos sao calculados de
forma continua, teremos a seguinte equagao diferencial:

dS

E:TS,

onde S é o saldo em func¢ao do tempo ¢ e r é a taxa anual de juros.

Obs.: note a semelhanca entre as equacoes obtidas nos exemplos 4 e 6, que tratam de assuntos bem diferentes.

Ex.7: como ultimo exemplo, vamos considerar a conducgao de calor em uma barra metélica bastante fina e

longa. A temperatura em cada ponto da barra serd uma fungao da posicao desse ponto e também do tempo.
No caso de uma barra fina e longa, podemos considerar a temperatura como dependendo somente da posi¢ao
do ponto sobre o eixo da barra e do tempo. A temperatura é, entdo, uma funcao de duas varidveis u = u(z, t),
onde x é a posicao ao longo do eixo da barra e ¢t é o tempo.

A equacao diferencial que descreve a dis-
tribuicao de temperatura na barra em funcao
do tempo envolve derivadas com relacdo as
variaveis x e t:

0%u _ 10u

0z2  kot’
onde k£ é uma constante que depende do tipo
de material de que a barra é feita. Podemos

ver, entao, que esta equacao diferencial envolve
derivadas parciais.

Nesta secao nés vimos diversos tipos de equagoes diferenciais. Pode-se notar diferencas e semelhancas entre

elas. O estudo das equacdes diferenciais fica mais simples se as classificarmos de acordo com suas caracteristicas.

’

E isto que serd feito na secao seguinte.
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1.2 - Classificacao

Equacoes diferenciais podem ser classificadas em varios tipos. Essa classificacao é 1til para o desenvolvi-
mento de técnicas para a sua resolucao.

a) Equacgoes diferenciais ordindrias e equacoes diferenciais parciais

A primeira distin¢ao que faremos serd entre equacoes diferenciais ordindrias e equacoes diferenciais parciais.
Equacoes diferenciais ordinarias envolvem somente derivadas simples e equacoes diferenciais parciais envolvem
derivadas parciais. As equagoes diferenciais dos exemplos 1 a 6 da secdo anterior sdo ordindrias. J& a equacao
diferencial do exemplo 7 é parcial.

Ex.1: as equacoes

dy dy 9 d%y dy dx d3y
— —y=0 — —4y* =0 — —4—=44y =0 — -4z =0 — —4 =0
dr V7" dw Y Cd? Cae TV Y g ey
sao equacoes diferenciais ordinarias.
Ex.2: as equacoes ) )
oh oh 0°u 0%y oy
ox oy C g Y T Ox? oy

sao equacoes diferenciais parciais.

Obs.: é comum chamar equacgoes diferenciais ordindrias de EDQOs. As equacgdes diferenciais parciais também
sao chamadas EDPs.

b) Ordem

Uma outra forma de classificar equagoes diferenciais é pela ordem. A ordem de uma equacio diferencial
(ordindria ou parcial) é o grau da derivada de ordem maior na equagao.

Ex.1: a equacgao diferencial g—g —y =0 ¢ de 1° ordem.

Ex.2: a equacao diferencial Zi—g + 4y = 0 é de 2 ordem.

Ex.3: a equacao diferencial ‘5’7?;’ + 4‘5—? — 42 =0 é de 3% ordem.

~ . . 2 7
Ex.4: a equacgao diferencial % — k% =0 é de 2% ordem.

Ex.5: a equacao diferencial dy _ 3y? = 0 é de 1% ordem.

&
8

Ex.6: a equacao diferencial ZZ—% + 327% —2zy=0,n> 2, é de ordem n .

4 ~ 2 3 . . ~
E comum usar a notacao y' = g—g, y' = jm—z, Yy = Zm—% para designar as derivadas de uma fun¢do y com
~ ., . . ~ n
relacao a uma varidvel z. No caso de derivadas de ordens maiores que 3, usa-se a notagao y(”) = jx—g, como
4) — dy o ,(5) — 4%y

por exemplo em y T ey Tt
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[ Ex.7: a equacao diferencial y' — 3zy +4 = 0 é de 1% ordem.

[ Ex.8: a equacao diferencial 4" + 3y’ — 3y = 0 é de 2% ordem.

[ Ex.9: a equacio diferencial (y')% + 42y = 0 é de 1% ordem.

[ Ex.10: a equagao diferencial seny” + 6y’ — 4y = 0 é de 2% ordem.

Ex.11: a equacao diferencial y(®) — 3y” + 4y = 0 é de 5% ordem.

Segundo essa classificacao, as equagoes diferenciais dos exemplos 1, 4, 5 e 6 da se¢ao anterior sao de primeira
ordem e as equacoes diferenciais dos exemplos 2, 3 e 7 sdo de segunda ordem.

¢) Equacoes diferenciais lineares e equagéoes diferenciais nao-lineares

Uma distincao de muita importancia entre equacoes diferenciais é entre equacoes diferenciais lineares e
equacoes diferenciais nao-lineares. Equacoes diferenciais lineares sao aquelas que envolvem somente funcgoes
lineares da funcdo que se quer determinar e de suas derivadas. Funcoes lineares sao aquelas que envolvem
somente a soma e a multiplicacdo por um nimero real ou uma funcao somente da varidvel independente x.

No caso de equagoes diferenciais ordindrias, as equacoes sao lineares quando podem ser escritas como

an(2)y™ + a1 (2)y" D 4+ as(@)y” + az(2)y” + ai @)y +aolz)y = (o) ,

onde an(z), an—1(x), ..., a1(x), ap(x) e f(x) sao fungoes da varidvel independente z. Note que essas fungoes
também podem ser constantes ou nulas.
Quando a equacao diferencial envolver fungoes nao-lineares da funcao que se quer determinar ou de qualquer
uma, de suas derivadas ela é uma equacao diferencial nao-linear.
Ex.1: a equagao diferencial 3" — 3y’ 4+ 2y = 0 é linear, pois envolve somente termos lineares da funcao y e de
suas derivadas.

Ex.2: a equacao diferencial 4’ + 3y’ — y? = 0 é nao-linear, pois envolve um termo quadratico da funcio y.

Ex.3: a equacao diferencial 3y” + (y')® — 2y = 0 é nao-linear, pois envolve um termo ctibico da primeira
derivada funcao y.

Ex.4: a equagao diferencial 4’ — 3y’ + 2y = x é linear, pois envolve somente termos lineares da funcao y e de
suas derivadas.

Ex.5: a equacao diferencial 3y’ + 2y = 423 é linear, pois envolve somente termos lineares da funcio y e de
suas derivadas. Lembremos que para a classificacdo de linear ou nao linear, somente importa a linearidade
dos termos dependentes da fun¢ao y e de suas derivadas.

Ex.6: a equacgao diferencial 4" — 3y’ + 2zy = 0 ¢ linear, pois envolve somente termos lineares da fungao y e
de suas derivadas.

Ex.7: a equacao diferencial 3y — 2seny = 0 é nao-linear, pois envolve o seno da funcao y.
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Ex.8: a equacao diferencial 3y” — 3e¥ + 2y — 3x + 4 = 0 é nao-linear pois envolve a exponencial da primeira
derivada da fungao y.

Ex.9: a equacio diferencial 9/ senz® — y 4 2e® = 0 é linear, pois envolve somente termos lineares da funcio y
e de suas derivadas.

No caso de equagoes diferenciais parciais, quando houver uma funcao de n varidveis u(x1,xa, ...,z ), elas
serao lineares quando tiverem a forma

o"u ou o"u ou
Amn (T15+ s Tn) o @t (T1, o Tn) o+ @ (@1, T) 5y a1 (T Tn) 5
oxn, O0Tm oz’ o0x
+a(xy, ... xp)u = f(z1,...,2p) ,
onde os coeficientes am,y, . .. a1, sao funcoes somente das varidveis independentes z1, ..., z,, 0 mesmo valendo

para o coeficiente a e a funcao f.

~ . . 2 2 s o7 . . ~
Ex.10: a equagao diferencial ng) + gTZ’ = —k?%1) é linear, pois envolve somente termos lineares da funcio 1 e
de suas derivadas parciais.

S . 2 PR . " .
Ex.11: a equacao diferencial % - (%—1;) = ( é nao-linear, pois envolve um termo quadratico da derivada

parcial da fungdo u com relagao & varidvel t.

A distingao entre equacoes diferenciais lineares e nao-lineares é importante porque é muito dificil acharmos
solucoes para equagoes diferenciais nao-lineares (ordindrias ou parciais). Ainda hoje a matemadtica nao dispoe
de muitas técnicas eficazes na resolucao desse tipo de equacoes.

d) Equacgoes diferenciais homogéneas e equagoes diferenciais ndo-homogéneas

Dada uma equacao diferencial ordindria onde temos uma func¢ao indeterminada y(z), onde = é a sua varidvel
independente, e algumas de suas derivadas, dizemos que a equacao diferencial é homogénea quando todos os
termos desta tém uma dependéncia de y ou de suas derivadas.

Ex.1: a equacao diferencial 3" + 41’ — 3y = 0 é homogénea.

Ex.2: a equacio diferencial y" + 41’ — 3y? + 4z = 0 é ndo-homogénea, pois possui um termo que sé depende
da varidvel independente z.

Ex.3: a equacao diferencial 4 + 4y’ — 3y? + 42y = 0 é homogénea, pois o termo z aparece dentro de uma
expressao dependente de y.

Ex.4: a equacio diferencial 4" + 422y’ — 3y = 0 é homogénea, pois o termo z? aparece dentro de uma
expressao dependente de 3.

Ex.5: a equacao diferencial 4" + 41’ — 3y + 3senz = 0 é nao-homogénea.

Ex.6: a equacao diferencial ¥’ — 8y + 2 = 0 é nao-homogénea, pois aparece um termo constante indepedente
de y ou de suas derivadas.

No caso de equagoes diferenciais parciais (ou equagoes a derivadas parciais, como preferem muitos matema-
ticos), temos fungées que podem depender de mais de uma variavel, u(z1, z2,...,z,). Neste caso, uma equacao
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diferencial serd homogénea quando houver somente termos dependentes da funcao u ou de algumas de suas
derivadas parciais.

. = : : 8%y ou __ 4 A
Ex.7: a equacao diferencial 35 — 35 = 0 ¢ homogénea.
B ~ . . 0%y 9%y 2 4~ ~ . .
Ex.8: a equacao diferencial 55 + = —k* é nao-homogénea, pois envolve uma constante independente
da funcao .
B ~ . . 2 2 7 ~
Ex.9: a equacao diferencial % + % = —k?¢ é homogénea.

Observe que uma equacao pode ser linear e nao-homogénea, ou nao-linear e homogénea, ou parcial e nao-
linear, pois uma classificacao independe da outra.
Vamos, agora, classificar as equagoes diferenciais vistas na se¢ao 1.1.

Ex.10: classifique a equacao diferencial do exemplo 1 da secao 1.1.

Solugdo: A equacio diferencial do exemplo 1 da secdo 1.1, do movimento retilineo de uma particula, é dada por

Z—f = 2z + vg. Ela é uma equacéo diferencial ordinédria de primeira ordem linear e ndo-homogénea.

Ex.11: classifique a equacao diferencial do exemplo 2 da secao 1.1.

Solugdo: A equacdo diferencial do exemplo 2 para um corpo suspenso por uma mola foi dada por mdd%” = —kzx.
Ela é uma equacao diferencial ordindria de segunda ordem linear e homogénea.

Ex.12: classifique a equacao diferencial do exemplo 3 da secao 1.1.
Solugdo: A equacdo diferencial do exemplo 3, do péndulo, dada por % = —%sen §, é uma equacdo diferencial

ordinaria de segunda ordem nao-linear e homogénea.

Ex.13: classifique a equacao diferencial do exemplo 4 da secao 1.1.

Solugdo: A equacio diferencial do exemplo 4, lidando com populacoes ilimitadas em seu crescimento, % =kP, ¢
uma equacao diferencial ordinédria de primeira ordem linear e homogénea.

Ex.14: classifique a equacao diferencial do exemplo 5 da secao 1.1.

Solucdo: A equacéo logistica do exemplo 5, dada por ¢ = kP — [P? é uma equacdo diferencial ordinria de

dt
primeira ordem ndo-linear e homogénea.

Ex.15: classifique a equacao diferencial do exemplo 6 da secao 1.1.

Solucdo: A equacio dos juros compostos no exemplo 6, dada por 42 = rS, é uma equacio diferencial ordinéria de

dt
primeira ordem linear e homogénea.

Ex.16: classifique a equacao diferencial do exemplo 7 da secao 1.1.

Solucdo: A equacgéo da conducéo do calor do exemplo 7, dada por ‘32772‘ = %‘9—“, é um exemplo de equagdo diferencial

t
parcial de segunda ordem linear e homogeénea.

1.3 - Solucoes

A solucdo de uma equacao diferencial é uma funcao que pode ser derivada quantas vezes for necessédrio
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pela equaca diferecial (dentro dos limites do dominio dessa equagio) e que a satisfaca. A seguir, veremos trés
exemplos de solugoes de equacoes diferenciais.

Ex.1: resolva a equacao diferencial 3y’ —y = 0.
Solucao: esta equacdo pode ser escrita como y' = y. Portanto, ela é uma fun¢io cuja derivada é ela mesma. Uma
funcdo com esta propriedade é a exponencial. Portanto, podemos dizer que
y=e"
é solucao da equacao diferencial. Substituindo no lado es-

querdo da equagdo diferencial, temos vy o, .
T8 R c=1/4

=

ol

Y —y=e"—e" =0,

10

provando que ela é realmente uma solucao desta.
No entanto, esta ndo é a unica solucdo possivel. Tente- 8
mos a funcdo y = 3e®. Temos y' = 3e*, de modo que 7

Y —y=3e"-3e"=0.

Portanto, y = 3e® também é uma solucdo da equacao dife- 4
rencial ¥’ —y = 0. O mesmo vale para y = 2e*, y = %e“”, 3
y = v/2€e® ou, de modo geral, para y = ce®, onde ¢ é uma

2
constante real arbitraria.
Portanto, nao existe somente uma, mas uma familia de é

infinitas solu¢des da equacdo diferencial 3’ —y = 0. Os 4 3 =2 10| 1 2 3 a4 T
graficos ao lado mostram algumas dessas solugoes.
Ex.2: resolva a equacao diferencial 3" +y = 0.
Solucao: esta equagdo pode ser escrita como y”’ = —y. Portanto, estamos procurando uma funcdo cuja segunda

derivada resulta nela mesma multiplicada por —1. Uma funcéo desse tipo é y = sen z, pois
y=senx =y =cosz =y’ =—senzx .
Substituindo no lado esquerdo da equacio diferencial, temos
y' +y=—senz + senz=0.

Portanto, esta é uma solucdo da equacdo diferencial. No entanto, a fung¢do y = cosx também é solucdo da equacao
diferencial, pois

Yy =COST =y =—SenT =y = —COST .
Substituindo no lado esquerdo da equacao diferencial,
y'+y=—cosz+cosz=0.
De um modo geral, qualquer funcao do tipo
Yy =asenx + bcosx ,

onde a e b sdo constantes reais, é solucido da equacéo diferencial y”’ + y = 0. Isto porque

y=asenx +bcosz =y = acosz — bsenx = y
= y" = —asenxz —bcosz ,
1
de modo que >v<\//
x
. -6 -4 =N 1 1 3 \4
Yy +y=—asenx —bcosx +asenx +bcosx =0 . 1
- ~ , -2
Algumas dessas solucdes estdo representadas no grafico ao

lado.
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Ex.3: resolva a equacdo diferencial 3/ — y? = 0.

Solucdo: podemos escrever esta equacdo diferencial como y’ = y2. Portanto, estamos procurando uma funcio cuja

derivada seja o quadrado dela mesma. Uma funcido com esta propriedade é y = —%, pois
)
1, 1 N,
T T x
No entanto, esta nao é a tnica solucao, pois qualquer
funcao do tipo y = —ﬁ, onde ¢ é uma constante real

arbitraria, satisfaz a equacao diferencial pois

y=-

Lo 1 1\,
z—c 47 (x—c)? \z—c v

Algumas dessas solucoes estao representadas no grafico
ao lado.

Pode-se notar dos exemplos acima, que equagoes diferenciais podem ter intiimeras solugoes possiveis. Pode-
mos representar essas solucoes por meio da solucao geral, que é definida como sendo uma funcao envolvendo
uma, ou mais constantes que é solucao da equacao diferencial, sendo que todas as solucoes desta podem ser obti-
das através de escolhas de valores para essas constantes. As solugoes obtidas fixando valores para as constantes
arbitrarias das solucoes gerais é dado o nome de solucdes particulares da equacao diferencial.

Ex.4: a funcao y = ce®, onde ¢ é uma constante arbitraria, é a solugao geral da equagao diferencial ' —y = 0.

As funcoes y = e*, y =2 e y = %e‘” sao solucdes particulares da euqacao diferencial e podem ser obtidas

da solucao geral através de escolhas para a constante c.

Ex.5: a funcao y = asenz + bcos z, onde a e b sao constantes arbitrarias, é a solucao geral da equacao dife-
rencial y” +y = 0. As fungoes y = senz, y = 2cosx e y = senx — 3 cos z sao solugoes particulares da equa-
¢ao diferencial e podem ser obtidas da solugao geral através de escolhas para as constantes a e b.

Ex.6: a funcao y = —ﬁ, onde ¢ é uma constante arbitraria, é a solugao geral da equacgao diferencial
I, ~ _ 1 ., _ _ 1 _ 1 ~ . PPN .
Yy —y°=0. Asfungoes y = —, y=—z7 ey = — 43 sao solucdes particulares da equagao diferencial e

podem ser obtidas da solucao geral através de escolhas para a constante c.

1.4 - Problemas de valores de contorno

Vamnos, agora, considerar uma particula que obedece a uma equacao diferencial, como a do exemplo 1 da
secao 1.1. A solucao geral dessa equacao diferencial da origem a um ntmero infinito de solugoes particulares,
sendo cada uma delas correspondente a uma possivel trajetéria para a particula. Sabemos que particulas na
mecéanica classica nao seguem infinitas trajetorias ao mesmo tempo (isto ji nao é verdade para a mecanica
quantica). Por isso, deve existir uma forma de determinar somente uma solucao particular para um problema
fisico. Isto se faz aplicando-se condic¢oes de contorno, que sao informacoes extras que ajudam a determinar as
constantes existentes nas solucoes gerais de equacgoes diferenciais. No caso do movimento de uma particula,
podemos saber a sua posi¢do em um determinado instante de tempo. Essa condicao extra determina somente
uma solugao para a equacao deiferencial e, portanto, somente uma trajetoria possivel para a particula.



Leonidas Sandoval Junior - EQD - Capitulo 1 - Versao 02/2001

Nos exemplos seguintes, veremos algumas aplicacoes dessas condigdes de contorno.

Ex.1: resolva a equacao diferencial 3y’ —y = 0,
onde y(0) = 1.

Solucao: ja vimos na secdo anterior que a solucao
geral para esta equacgao diferencial é dada pela funcao
y = ce®, onde ¢ é uma constante real arbitrdria. A
condicao de contorno fornecida pelo problema é que
y(0) = 1. Aplicando esta condicio a solucdo geral,
temos

y0)=1=ce’=1=cl=1=c=1.

Portanto, aplicando a condi¢do de contorno, obte-
mos a solucdo particular y = 1. e” = e”. Esta é
a unica solucdo que satisfaz a equacdo diferencial
e a condicdo de contorno fornecida pelo problema.
A solucgéo deste problema é representada no gréfico

abaixo.
Y
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Ex.2: resolva a equacao diferencial 3y’ —y = 0,
onde y(0) = 2.
Solucao: asolucao geral para esta equacao diferencial
é dada por y = ce®, onde ¢ é uma constante real
arbitraria, e a condicdo de contorno fornecida pelo
problema é que y(0) = 2 Aplicando esta condigdo a
solucao geral, temos

y(0)=2=ce’=2=cl=2=2c=2.

Portanto, a condicao de contorno determina a solu-
¢do particular y = 2e”. Esta solucdo estd represen-
tada no grafico abaixo.

)
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Em geral, equagoes diferenciais de primeira ordem necessitam de uma condi¢ao de contorno para determinar
uma unica solucdo. No caso de equacdes diferenciais de segunda ordem, em geral sdo necessérias duas condigoes
de contorno para determinar uma solu¢ao unica, conforme o exemplo a seguir.

Ex.3: resolva a equagdo diferencial y” +y = 0, onde y(0) =1 ey (5) = 0.

Solucgao: como ja vimos na secdo anterior, a solucao geral dessa equacao diferencial é dada por

y=asenxz +bcosx ,

onde a e b sdo constantes reais. Aplicando as condi¢oes de contorno, temos

y(0)=1=asen0+bcos0=1=a.0+b1=1=b=1,

y(ﬁ):0:>aseng+bcosg:0:>a.1+b.0:0:>a:0.

2

Portanto, determinamos que ¢ = 0 e b = 1. Substituindo

na solucao geral, obtemos a solucao particular
y=0senz + lcoszr = y = cosx .

Esta solucao estd representada no grafico ao lado.

Condicoes de contorno podem ser impostas sobre a funcao ou sobre suas derivadas, como no caso de uma
particula em movimento onde condigoes sao impostas sobre a sua velocidade (a derivada de sua posigao) em
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determinado instante de tempo. O exemplo seguinte ilustra um caso desse tipo.

Ex.4: resolva a equagao diferencial 3’ +y = 0, onde y(0) =1 e 3/'(0) = 2.

Solucao: a solucdo geral dessa equacao diferencial é dada por
y=asenxz +bcosx ,

onde a e b sao constantes reais. Podemos ver que uma das condi¢oes de contorno envolve a derivada da funcao y.
Por isso, precisamos calcular essa derivada:

y =acosx —bsenz .
Aplicando, entdo, as condi¢oes de contorno, temos

y(0)=1=asen0+bcos0=1=a.0+b1=1=b=1,
y'(0)=2=acos0—bsen0=2=al+b0=2=a=2.

Portanto, determinamos que a = 2 e b = 1. Substituindo
na soluca geral, obtemos a solucao particular

y=2senz + lcoszr = y =2senx + cosze . 1

Esta solucao estd representada no grafico ao lado.

Também pode ocorrer que a condicao de contorno nao consegue determinar uma solucao tnica. Isto
exemplificado a seguir.

Ex.5: resolva a equacio diferencial 4’ — y? = 0, onde lim y(z) = 0.
T—00

1

Solugao: a solugdo, como foi visto na secao anterior, é dada por y = — onde ¢ é uma constante real arbitraria.

Aplicando a condic¢io de contorno, temos -
lim y(z) =0= lim <— >:0¢0:O.
T—>00 Tr— 00 Tr —C

Portanto, a constante continua indeterminada e nao conseguimos obter uma solucao particular.

7

[§]

Problemas em que é dada uma equacao diferencial e condi¢oes de contorno suficientes para a determinacao
de uma solucao particular sdo chamados problemas de valores de contorno. A maioria dos problemas de

aplicacao de equacoes diferenciais sao deste tipo.

Em problemas que envolvem fungoes dependentes do tempo, quando uma condi¢iao de contorno envolve um
instante inicial zero, ela é chamada condi¢ao inicial. Um exemplo disto é a determinacao da trajetéria de uma
particula descrita por uma equacao diferencial quando se conhece a posicao desta no instante ¢t = 0, sendo esta

uma, condicao inicial.

Nos capitulos que seguem iniciaremos o nosso estudo sobre técnicas de resoluciao de equacdes diferenciais.

Isto sera feito indo dos casos mais simples para os mais complexos.



