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6 - Aplicacoes algébricas e geométricas de vetores

6.1 - Vetores como pares ou ternas ordenadas

6.2 - Calculo de angulos entre vetores

6.3 - Projecao de um vetor sobre outro vetor

6.4 - Vetor ortogonal a dois vetores

6.5 - Area de um paralelogramo formado por dois vetores
6.6 - Volume de um paralelepipedo formado por trés vetores

Neste capitulo, estudaremos algumas das aplicacoes de vetores na geometria algébrica. Antes disto, porém,
veremos uma notagao que simplifica os cdlculos e é bastante utilizada.

6.1 - Vetores como pares ou ternas ordenadas

Existe uma outra representacdo de vetores que é bastante conveniente: a representacdo em ternos de pares
ou ternas ordenadas. Pares ordenados sao conjuntos de dois elementos, (a,b), em que a ordem em que estes
aparecem é importante. De maneira semelhante, ternas ordenadas sao conjuntos de trés elementos, (a,b,c),
onde a ordem é importante.

Um vetor no plano dado por v = vm%—l—vyj' pode ser representado em termos de um par ordenado da seguinte
forma:

T = vgi +vy] = (Vg 0y).

De forma semelhante, um vetor no espaco dado por ¥ = vy + fuyi + fuzl% pode ser representado em termos de
uma terna ordenada da seguinte forma:

T = vyt + vyJ + vk = (vg, Uy, Vk)-

Ex.1: escreva o vetor @ = 31 + 2j em termos de um par ordenado.

Solucdo: @ = (3,2).

Ex.2: escreva o vetor b =1 — 35 em termos de um par ordenado.

Solugdo: b= (1,-3).

Ex.3: escreva o vetor @ = 21 — 27 + 6k em termos de uma terna ordenada.

Solugédo: ¢ = (2,—2,6).

Ex.4: escreva o vetor d = —3i + 2] — 8k em termos de uma terna ordenada.

Solucao: d= (—3,2,-8).

Ex.5: escreva o vetor € = (2,—1) usando versores.

Solucdo: &= 2i — J.
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Ex.6: escreva o vetor f = (3,0,2) usando versores.
Solugdo: f = 3i+ 0] + 2k = 3i + 2k.

Considerando pares ordenados, dados dois vetores, @ = (ug, uy) e ¥ = (vg, vy), as operagoes vetoriais basicas

ficam

U+ 7 = (ugp + Vg, uy + vy) (soma de vetores),
kU = (kvg, kvy), k€ IR (produto de um vetor por um escalar),
‘ﬂ' U = Ug Vg + Uyy ‘ (produto escalar).

Note a auséncia do produto vetorial, que é uma operacio intrinsicamente tridimensional (também possivel em

dimensoes maiores).
Se considerarmos ternas ordenadas, dados dois vetores, @ = (ug,uy,u,) € U = (g, vy,v,), as operagoes

vetoriais bésicas ficam

U+ U = (ug + Vg, Uy + vy, u, + V) (soma de vetores),

kv = (kvg, kvy, kv,), k € IR (produto de um vetor por um escalar),

(produto escalar),

‘17- U = Ug Uy + UyVy + UV,

i gk
UXT=|uy uy u, (produto vetorial).

Para que voltemos a notacao de ternas ordenadas, o produto vetorial tem que ser mudado de volta para a
notaca de ternas apds o célculo do determinante (que envolve os versores).

Além destas, dados os vetores U = (ug, Uy, u,), U = (V3,0y,0;) € W = (Wy, Wy, w,), podemos escrever
também o produto misto:

(€, 0,7) =| vy vy v, (produto misto).
Wy Wy W,

A seguir, veremos alguns exemplos das operagoes acima usando a notagao nova.

Ex.1: dados os vetores @ = (3,—1,1) e ¥ = (2,4, —6), calcule 4 + 7.

Solugdo: T+7 = (3+2,—1+4,1—6) = (5,3, -5).

Ex.2: dados os vetores @ = (2,0, —2) e b= (3,—1,2), calcule a + b.
Solucdo: @+b=(2+3,0-1,-2+2) = (5,—1,0).

Ex.3: dados os vetores @ = (3,—1,1) e ¥ = (2,4, —6), calcule 37 — v.

Solucdo: @+ 7 = 3(3,-1,1) — (2,4, —6) = (9, —3,3) — (2,4, —6) = (9—2,-3— 4,3+ 6) = (7,—7,9).

Ex.4: dados os vetores @ = (2,0, —2) e b= (3,—1,2), calcule —2a + 4b.
Solucdo: —2@ + 45 = —2(2,0,—2) + 4(3, —1,2) = (—4,0,4) + (12, —4,8) = (—4+ 12,0 — 4,4 + 8) = (8, —4,12).

Ex.5: dados os vetores @ = (3,—1,1) e ¥ = (2,4, —6), calcule 4 - v.

Solugdo: -7 =32+ (=1)4+1.(-6) =6 —4— 6= —4.
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Ex.6: dados os vetores @ = (2,0, —2) e b= (3,—1,2), calcule a - b.
Solucdo: @-b=23+0.(—1)+(-2).2=6+0—4=2.

Ex.7: dados os vetores @ = (3,—1,1) e ¥ = (2,4, —6), calcule 4 x 7.

Solucao: P i
@x® = |3 —1 1 |=(6i+2]+12k)— (4 — 18] —2k) =
2 4 —6

= (6—4)i+ (2+18)) + (124 2)k = 2i + 205 + 14k = (2,20, 14).

Ex.8: dados os vetores @ = (2,0, —2) e b= (3,—1,2), calcule @ x b.

Solugao:

0 —2 |=(0i—6j—2k) — (—2i + 4] + Ok) =
1 2

L
X
S
I
W N o

= (0-2)i+ (—6—4)]+ (=2+0)k = —2i — 8j — 2k = (-2, —8,-2).

Ex.9: dados os vetores @ = (3,—1,1), ¥ = (2,4, —6) e W = (2,1,—3), calcule (4, U, w).

Solucao: 3 1 1
(@,0,@) = |2 4 —6|=(-36+12+2)—(—-1846+8) =
2 1 -3

= 22— (—4)=-22+4=-18,

Ex.10: dados os vetores a = (2,0, —2), b= (3,—1,2) e = (2,—1,2), calcule (@, 5,6’)

Solucao: 9 0 -2
@b, =3 -1 2|=(—4+0+6)—(—2+0+4)=2-2=0.
2 -1 2

6.2 - Calculo de angulos entre vetores

Existe um grande nimero de aplicagoes de vetores, em diversas areas do conhecimento. Veremos aqui
algumas dessas aplicacoes, comecando pelo calculo do angulo entre dois vetores.

Dados dois vetores, podemos calcular o angulo entre eles. Isto se faz usando it
a definicado do produto escalar. Dados dois vetores, i e ¥, o produto escalar
entre eles é dado por 0
. i - v 7
U - U = |u||v|cos§ = —-= = cosb.
][]
Temos, entao, a seguinte férmula:
TR
cos = ——.
i) |]

A partir do cosseno de um angulo, podemos calcular o préprio angulo:

0 = arccos —11 fl_), ,
|44

isto é, 6 é o arco (angulo ) cujo cosseno é dado pela expressao acima.
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Ex.1: esboce os vetores 4 = (2,1) e ¥

Sl
<

Solucao: temos que cos = —.
][]

(1,—2) e calcule o angulo entre eles.

O produto escalar fica 1+ i
i-7=(2,1)-(1,-2)=214+1.(-2)=2-2=0. . .
Os médulos dois dois vetores sdo dados por ’ ' ’
-1 4+
i) =224+ 12=V4+1=+5, |[]=+/12+(-22=V1+4=15.
Substituindo esses valores na férmula para o cosseno do angulo, temos 2T v
cosf = 0 0.
VaV5 5
Portanto, 0 = arccos 0 = 6 = 90°.
Ex.2: esboce os vetores @ = (3,1) e b = (—3,—1) e calcule o 4ngulo entre eles.
Solugdo: temos que @b
cosf = =
I ,
O produto escalar fica
- 1T a
a-b=(3,1)-(-3,-1)=(-3).3+1.(-1)=-9—-1=-10.
Vs
Os médulos dois dois vetores sao dados por : : : : : :
-3 -2 0 1 2 3
@] =v32+12=v94+1=+V10, B a4
b = /(=3)2 + (-1)2 = VO + 1 = V10
Substituindo esses valores na férmula para o cosseno do angulo, temos
cosf = ——— = — = —1.
v10v/10 10
Portanto, 0 = arccos (—1) = 6 = 180°.
Ex.3: esboce os vetores 4 = (1,1,4) e ¥ = (—1,2,2) e calcule o angulo entre eles.
Solugdo: temos que Lo
ia-v z
cosf = ——.
||
O produto escalar fica T
U
v-v=(1,1,4)-(-1,2,2) =1.(-1)+12+42=-1+2+8=09. 3 4
Os médulos dos dois vetores sdo dados por v
2 4
i = /(-1)2+22+22=/14+4+4=/9=3,
5] = V12 + 12 +42 = VI + 1416 = VI8 = v2.32 = 3V2. NG
-1
Substituindo esses valores na férmula para o cosseno do angulo, temos : : y

9 1
3.3v2 V2

cosf =
Portanto, 1
6 = arccos — = 0 = 45°.

V2
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Ex.4: esboce os vetores @ = (2,1,—1) e b= (1,—1,—2) e calcule o 4ngulo entre eles.

Solucao: temos que a-n
cosf = =
|a][b]
z
O produto escalar fica
a-b=(2,1,-1)-(1,-1,-2) =21+ 1.(=1) + (-1).(=2) =2 -1+ 2= 3. : : y

Os médulos dois dois vetores sdo dados por

@l = V22 P+ (-1 = VIF T+ 1= G, ) 0
bl =12+ (-1)2 + (22 =VI+ 1+ 4= 6. T
b
Substituindo esses valores na férmula para o cosseno do angulo, temos
cosf = 3 3.1
V6v6 6 2

Portanto, 1
6 = arccos 2 = 6 = 60°.

Nao é necessario esbocar os vetores para calcular o dngulo entre eles, e o resultado nem sempre é um angulo
notavel, como mostra o exemplo a seguir.

Ex.5: calcule o angulo entre os vetores ¢ = (3,2, —4) e d = (3,—2,1).

Solucao: temos que

oy
2y

cosf = —

jelldl

O produto escalar fica

-

¢-d=(3,2,-4)-(3,-2,1)=33+2.(-2)+(-4).1=9-4—-4=1.
Os médulos dois dois vetores sdo dados por

18 =/32+ 22+ (—4)2 =9+ 4 + 16 = /29,
Id =32+ (=22 +12=v9+4+1= 14

Substituindo esses valores na férmula para o cosseno do angulo, temos

1 1
V2914 /406

cosf =

Portanto, 1
0 = arccos — = 6 ~ 87°.

/406

A resposta em termos do arco cosseno é a exata, sendo que em seguida conseguimos um angulo aproximado.

6.3 - Projecao de um vetor sobre outro vetor

Outra aplicacao envolvendo o produto escalar é o cdlculo da projecao
de um vetor sobre outro. Dados dois vetores, # e ¥, entendemos por
projecao do vetor 4 sobre o vetor ¥ o vetor i, que tem a mesma direcao
de 7 e cujo médulo é o cateto adjacente ao angulo 6 (ou seu complemento,
conforme o caso) no triangulo retangulo cuja hipotenusa é dada pelo |i].
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O vetor projecio i, de um vetor % sobre um vetor v é dado pela seguinte férmula:

que é demonstrada a seguir.

Demonstragao: a seguir, temos duas figuras que representam dois casos possiveis de projecio, dependendo do
angulo entre i e U. A projecio i, tem a mesma direcdo que o vetor ¥, de modo que

Uy = £|ty|0,
onde © é o versor de ¥ e o sinal depende do angulo entre os vetores. Vamos, agora, considerar os dois casos.

N
u

<y
<y

1

<

No primeiro caso, temos um triangulo cujo angulo é 6, a hipotenusa é || e o cateto
adjacente é |@,|. Temos, entdo, que

S,
cosf = % = |ii| cos @ = |iiy| = |iy| = || cos .
a

<y

1

Substituindo cos# de acordo com a férmula obtida para o dngulo entre vetores, obte-
mos

a7 Qv
(@] = ] = =[] = ==~
||| |

| |

|2y |

Conseguimos, entiao, o médulo do vetor projecdo. Considerando que, neste caso, i, tem a mesma direcao e sentido
que o versor ¥, temos

a7
_‘v:|_,v|ﬁ¢_,v:Tﬁ-
B
Como 9 = &, temos que
N 77 i 7
Uy = ——= 1 = Uy = 5= U
9] |7 |7]] 9

No segundo caso, temos um triangulo cujo angulo é o complementar
do angulo 8, dado por @ = 180° — 6, a hipotenusa é |d| e o cateto
adjacente é |@,|. Temos, entdo, que

||

cosa = T = || cosa = |Uy| = |idy| = || cos a.
a

<y

Vamos, agora, calcular o cosseno em termos do angulo 6. Isto se faz
usando a férmula para a soma do cosseno da soma de dois dngulos,
cos(a + b) = cosa.cosb — sena.sen b:

cosa = cos(180° — 6) = cos 180°. cos(—6) — sen 180°. sen (—6).
Como cos180° = —1 e sen 180° = 0, temos
cosa = —1.cos(—0) — 0.sen (—0) = — cos(—6).
Como cos(—6) = cos# para qualquer angulo 4, temos, entdo, que

cosa = — cos .
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Voltando a férmula obtida do produto escalar e substituindo o cosseno de «, temos
|iy| = —|d] cosb.
Substituindo cosf de acordo com a férmula obtida para o angulo entre vetores, obtemos

| —

Uy = —|u

Conseguimos, entdo, o médulo do vetor projecdo. Considerando que, neste caso, i, tem a mesma direcdo, mas
sentido oposto ao versor U, temos

-7 -7
ﬁvz—|ﬂ'ﬂ|ﬁ:>”v:—< - )’U:}’L-/:,U:—_, B
7 |7
Como ¥ = -Z, temos que
i 777 -7
ﬁv: TS = -'v: = a.
9] |9 ||

Se considerarmos, agora que
Lo 2.2 2
T T = (Vg,0y,0z) * (Vz,Vy,0:) = v, + v, + v

2 2 2
1|7 = \/vg +u2 +v§\/vg + 02 02 = 02 + 02 40,

de modo que ¥ - ¥ = |7||¥], podemos escrever a expressdo para a projecdo do vetor @ sobre o vetor ¥ da seguinte

forma:

<y
<y

R R
Uy = =—— V.

<y
<y

A seguir, veremos alguns exemplos utilizando essa férmula.

Ex.1: calcule a projecao u, do vetor 4 = (3,2) sobre o vetor ¥ = (5, —1) e faca uma representacao grafica de

Uy, U € Uy.
Solucao:
. @7 . (3,2)-(5,-1) 3.5+ 2.(-1)
b 77 6060 > Vo5 ey @Y
152 13 1 (5 1 —
B 25+1(5’ 1)_26 5, 1)_2(5’ 1)_<2.2’ 2)‘ 7

Ex.2: calcule a projecdo do vetor @ = (—1, 3) sobre o vetor b= (4,2) e faca uma representacao grifica de

&',be&'b..

Solucao:

L ad-b» (-1,3)-(4,2) C(-1)4+32 _ —4+6 B
@ 7%= 42 ="ey WH=157 W=

b
= Zug=Luy=(L 2)=(2L)
20 10 10" 10 55
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Ex.3: calcule a projecao ¢é; do vetor ¢ = (2,4, 3) sobre o vetor d= (4,6,4) e faca uma representacao grafica
de ¢, d e ¢,.

V4
Solucao: 7 ( w ) .
&d - (2,4,3)-(4,6,4 2.4 44.6+4.3
Gl = ——d=-22 g G 4= T ()6 4) =
e 7 d (4,6,4)-(4,6,4)( )= Tiv66+14 HOY 3 .
C -
8+24+12 44 11 44 66 44 2 d
— 4,6,4)=— 4,6,4) = — 4,6,4) = | —, —, — | .
6136116 n0H =5 64 =17 (4,64) (17’17’17) L e

Aqui também nao é necessario desenhar os vetores para calcular a projecao de um sobre o outro. O céalculo
pode ser todo feito algebricamente, como no exemplo a seguir.

Ex.4: calcule a projecao do vetor € = (3, —3,2) sobre o vetor f: (3,—1,3).

Solucao:
fr_ (3-32-3-13 ,
=G 6oy &Y

54 18 54
—1,3)= (=, -=.2).
3-1,3) (19’ 19’19)

33+ (=3)(-1)+23
334 (=1)(~=1)+3.3

94+3+6
3,-1.3)= ——
(3,-1.3) 9+14+9

-

er =

(3,—1,3) =

6.4 - Vetor ortogonal a dois vetores

£
X
S

Como vimos no capitulo 7, a definicio do produto vetorial de
um vetor ¥ com um vetor ¥ é

U x U = |i||v] send 7,

onde 6 é o angulo entre os dois vetores e 7 é um versor ortogonal
a ambos e cujo sentido é dado pela regra da méao direita.

<L

Esta propriedade do versor 7 de ser ortogonal aos vetores i e 9
i/ pode ser usada em diversas aplicacoes onde precisamos de um
vetor que seja ortogonal a dois outros. Como exemplo, consi-
deremos que queiramos um vetor @ de médulo |[W| = w que seja i
ortogonal os vetores i e . Tal vetor pode ser conseguido facimente
multiplicando por +w o versor 71 do produto vetorial de 4 com .
Dependendo do sentido que queremos para o vetor W, podemos A
multiplicar # por w ou —w. O resultado serd um vetor de médulo \ i

w que é ortogonal aos vetores i e ¥, ou seja, J

w = twn.

gL

<L

N

Da férmula do produto vetorial, temos que

e e ) U XU .
U x U= |u||t]send n = 5—— =1,
| ]| sen 6

de modo que

UXU

/= tw—-——.
Y 7 sen 6
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Uma forma mais simples de calcularmos 7 é a seguinte: consideremos um vetor
n=1uX U,

ortogonal aos vetores @ e ¥ e cujo sentido é dado pela regra da mao direita. O versor desse vetor 7i serd o
mesmo que aparece na definicao do produto vetorial. Este pode ser calculado a partir do vetor 77 da seguinte
forma:

P =

Temos, entao, o seguinte:

Ex.1: calcule o versor i que tem o mesmo sentido e dire¢ao que o produto vetorial @ x ¥, onde @ = (1,—2,1)
e ¥ =(2,0,—1) e faca uma representacao grafica dos vetores i, v e n.

Solugéo: primeiro, calculamos o vetor 7, dado por

n = axv=|1 -2 1 |=(2i+2j+0k)—(0i—j—4k)=2-0¢i+2+1)j+0+4k=
2 0 -1 s
= 2i+3j+4k=(2,3,4).
Agora, calculamos o médulo de 7: T A

gL

22 432442 =/4+9+16 =v29. : f t Y

Temos, entao, que o versor n é dado por

i (2,39 (2 3 4

’fL: = = s s
V29" V297 V29

_ ~ (0,37, 0,56, 0,74). x
i V29 > ( )

Ex.2: calcule o versor 71 que tem o mesmo sentido e direcao que o produto vetorial @ x 5, onde @ = (3,—1,2)
eb=1(2,1,3).
Solugéo: primeiro, calculamos o vetor 7, dado por

= dxb= =(-3i+47+3k)— (3i+9j —2k) =(-3-3)i+(4—9)j+B+2k=

S

DN QO =
|

— =S

L N I

= —6i—5)+5k=(—6,—5,5).

Agora, calculamos o médulo de 7i:

7] = /(=6)% + (=5)% + 52 = /36 + 25 + 25 = V/86.

Temos, entao, que o versor n é dado por

@ (—6,-5,5) < 6 5 5 >
n=—=———"=|— , = y ~ _0,65,_0,54,0,54-
|73] V86 V86~ /36" /36 ( )

Agora, usando o cdlculo do versor 7, podemos também calcular vetores com outros médulos que também
sao ortogonais a dois vetores U e v.
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Ex.3: calcule o vetor @ de médulo 4 que é ortogonal aos vetores 4 = (2,—1,1) e 7 = (1,—2,0) e que tem o
mesmo sentido que o produto vetorial 4 X U e fagca uma representacao grafica dos vetores u, ¥ e 0.

Solucao: o vetor @ tem mddulo 4 e tem o mesmo sentido que o produto vetorial de 4 x ¥. Portanto, ele é dado por

onde n é calculado a seguir:

St
[l
S
X
<y
[l

= (0i+j —4k) — (=2 + 0] — k) =

(44 Vk=2i+7—3k=(2,1,-3).

O médulo fica

17 =22+ 12+ (=32 =V4+1+9=14. z

Temos, entao, que o versor n é dado por

e T
o, < W 1
O vetor @ é dado, entdo, por 7 1

S
S

Ex.4: calcule o vetor @ de médulo 3 que é ortogonal aos vetores @ = (3,0, —1) e b= (1,2,0) e que tem o
mesmo sentido que o produto vetorial @ x b.

Soluc¢éo: o vetor @ tem mddulo 3 e tem o mesmo sentido que o produto vetorial de @ x l_;, de modo que ele é dado
por & = 4n, onde 7 é calculado a seguir:

n = axb=|3 0 —1|=(0i—j+6k)—(=2i+0j+0k)=0+2)i+(-1-0)7+(6-0)%k=
1 2 0
= 2 —j+6k=(2-16). W |
O médulo fica 2
17| = /22 + (—1)2 4+ 62 = V4 + 1 + 36 = V41.
: : Yy
Temos, entdo, que o versor 71 é dado por ) 1 2
@ (2,-1,6) ( 2 1 6 ) . At
n=—=— = ,— s .
7] VAl VAT VA1 VA , =

O vetor @ é dado, entdo, por

2 1
=3 (e

N~
I
/N
[
|
w
—
oo
N~
Q
=
©
~
e
N
\]
T
\.w l
oo
=
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Ex.5: calcule o vetor @ de médulo 6 que é ortogonal aos vetores 4 = (1,—2,1) e ¥ = (2,0,—1) e que tem o
sentido oposto ao do produto vetorial @ x 7.

Solugao: o vetor o tem médulo 6 e tem o sentido oposto ao do produto vetorial de @ x ¥, de modo que ele é dado
por f = —6n. O versor 7 ja foi calculado no exemplo 1 desta subsecio, tendo sido obtido o seguinte resultado:

i ( 2 3 4 )
n:—_‘ = —’—’— .
|73 V29 /29" /29

O vetor w é dado, entdo, por

4 12 18 24
=|l-—=,-——=, - ~ (—2,23, —3,34, —4,46) .
) ( V29 /29 \/29) ( )

6.5 - Area de um paralelogramo formado por dois vetores

Dados dois vetores 4 e ¥, podemos escolher representacoes desses vetores de modo que elas formem os lados
de um paralelogramo. Existem dois casos a considerar: o primeiro é quando o dngulo entre os dois vetores é
maior que 0° e menor que 90° e o segundo é quando o angulo entre eles é maior que 90° e menor que 180°.
Esses dois casos estao ilustrados a seguir.

0l
0l

@ ‘ —

U

i
Como serd demonstrado a seguir, a drea de um paralelogramo formado por dois vetores i e © é dada por
A=|uxd|.
Demonstragao:

consideremos primeiro o caso em que o angulo entre os dois vetores
¢ maior ou igual a 0° e menor ou igual a 90° (figura ao lado). v
Para simplificar as contas, escolhemos um dos vetores como sendo
horizontal. Um dos lados desse paralelogramo tem comprimento P
u = || e o outro lado tem comprimento v = |7], sendo o angulo
u

de inclinacao deste o mesmo angulo entre os vetores @ e v.

Vamos, agora, calcular a drea desse paralelogramo. Isto pode ser feito “cortando” a parte do paralelogramo indicada
na figura abaixo e “colando” esta no lado oposto da figura, de modo a formar um retdngulo. Esse retangulo, com
base dada por u e altura h, tem a mesma area do paralelogramo do qual ele foi formado. A altura h é calculada a
seguir.

senf = ﬁ = wvsend = h = h=wvsen6.
v
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A area A do retangulo formado (que é a mesma drea do paralelogramo) é dada pela basexaltura. Portanto,
A =wu.h=u.vsend.
Agora, consideremos a definicdo do produto vetorial do vetor @ com o vetor ¥:
U X U= |u]|v]send i = uwsend 0 ,

onde 7, é um versor ortogonal a ambos os vetores, cujo sentido é dado pela regra da mao direita. O médulo desse
produto vetorial é, entdao, dado por

|# % U] = |[u.vsen b n| = |u|.|v|| sen8||7| = u.v|senb||n]| .

Como estamos considerando somente angulos 0° < 6 < 90°, o seno desses angulos é sempre positivo, de modo que
|send| = send. Como |f| = 1 sempre, temos, entdo, que

|@ X U] =u.vsend.

O lado direito da equacdo acima é justamente a férmula para a drea do paralelogramo formado pelos vetores @ e
¥, de modo que temos Lo
’ 4 A=luxd.

O caso em que o angulo entre os vetores @ e ¥ é maior que 90° (e menor que 180°) é bastante semelhante. Dado
um paralelogramo formado por representacoes desses vetores, podemos “cortar” um tridngulo retangulo desse
paralelogramo e “cold-lo” no lado oposto a este (figura seguinte). Esse tridngulo tem um dos dngulos internos dado
por a = 180° — . O retangulo assim formado tem base u = || e altura h = |¥]sena = vsen a.

u u u

u

A altura do tridngulo é calculada da seguinte forma:

sena = — > vsena=h=h=vsena .
v

A 4rea do retangulo assim formado fica, entdo,
A =u.h = u.vsena.

Usando a férmula do seno da soma de dois dngulos, sen (a +b) = sena. cosb+ cos a.senb, podemos calcular o seno
de a em funcdo do seno de 6:

sena = sen (180° — §) = sen 180°. cos(—#6) + cos 180°. sen (—80).

Como sen 180° = 0 e cos 180° = —1, temos

sena = 0.cos(—§) — 1.sen (=) = —sen (—6) .
Como sen (—6) = —sen§ para qualquer angulo 6, temos, entdo, que

sena = —(—senf) = senf .
Substituindo o resultado acima para o calculo da area do retangulo, temos
A=u.vsenf .
O médulo do produto vetorial do vetor # com o vetor ¥ é dado por
|@ x 0] = |d||v]|senb| i = u.v|send| .

Como senf é sempre positivo ou nulo para 90° < 6 < 180° e |n| = 1], temos que

|@ X ¥] =u.vsend.

12
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Comparando & férmula para a drea do retangulo (que é a mesma do paralelogramo formado pelas representagdes
dos dois vetores), temos, novamente, I
A=luxd.

A seguir, usaremos esta férmula em alguns exemplos.

Ex.1: calcule a drea do paralelogramo formado pelos vetores 4 = (3, —1,4) e ¥ = (2, 3, 3) e represente o
resultado graficamente.

Solugao: a érea do paralelogramo é dada por z
A=|dxd. 44

Calculando o produto vetorial, temos

ix¥ = |3 -1 4 |=(-3i+89)—(1204+95 —2k)= 2 4+ 5
2 3 3 u
= (=3-12)i+(8—-9)j+(9+2)k = .-
= —15i—j+ 11k = (=15,—1,11) .
t t t t Y
O médulo deste produto vetorial fica -1 1 2 3
1
i x 7] = (=152 4+ (=1)2+112 =225+ 1+ 121 = 2
= V347~ 18,63 . 3
Temos, entao, que T

A =+/10.

Ex.2: calcule a drea do paralelogramo formado pelos vetores @ = (2,—1,3) e b= (2,—3,4) e represente o
resultado graficamente.

Solucio: a area do paralelogramo é dada por

z
A=1a@xb
4 4
Calculando o produto vetorial, temos
B i gk o o °T
axb = 2 -1 3 |=(-4i+65—6k)—(—9+8)—2k) =
2 -3 4 l‘)’ a» 2 4
= (—4+9)i+(6-8))+(—6+2)k=
= 51— 2j— 4k =(5,-2,-4). T
O médulo deste produto vetorial fica t t t t Y
-3 -2 -1 1
lEixb = VB4 (=22 + (-42=v25+4+16= y
— Vi5~6,71. y
x

Temos, entao, que

A = +/45.
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6.6 - Volume de um paralelepipedo formado por trés vetores

Dados trés vetores i, ¥ e @, podemos escolher representacoes il
desses vetores de modo que eles formem trés lados de um par-
alelepipedo. O volume desse paralelepipedo esta relacionado ao
produto misto dos trés vetores pela seguinte férmula:

v =|(@,7,)|.

Como estamos usando o mdédulo, a sequéncia em que os vetores
aparecem nao é importante.

N

Demonstracao parcial: serd feita agora uma demons-
tracdo para uma distribuicdo especifica dos vetores e o re-
sultado serd generalizado para todos os outros casos. Os

s %
vetores serao tomados de modo que dois deles (¢ e @) for- / / 4
mam a base do paralelepipedo e o terceiro (#) forma com o w V

v

um plano que é ortogonal ao plano formado por ¥ e . Isto
ndo é sempre o caso, mas facilitard a demonstracdo. Este
caso particular é representado pela figura ao lado.

Podemos “cortar” o paralelepipedo obliquo formado e “colar” a parte cortada de modo a formar um paralelepipedo
reto, como indicado nas figuras a seguir.

Temos, entao, um paralelepipedo reto onde a base é formada pelos vetores ¢ e i/ e a altura é dada por h. A &drea
da base é a drea de um paralelogramo formado por dois vetores, que ja foi calculada na secdo 6.5, sendo que o
resultado obtido foi A = |¥ x &|. Esta férmula independe da disposigdo dos vetores que formam o paralelogramo e
portanto é vélida para todos os casos possiveis.

A altura h pode ser calculada utilizando trigonometria no tridngulo retangulo ao lado,
obtido nos cortes das figuras acima. A hipotenusa do tridngulo é dada por u = |i| e 4ngulo
# é o angulo entre os vetores @ e ¥. Utilizando a defini¢do do seno de um angulo, temos U h

h
sen = — = h =usenf . /A
]
Com isto, podemos calcular o volume do paralelepipedo, que é dado pela drea da base A vezes a altura, isto é,
V=Ah=|0xw|.usend = u.|¥ x @|senb .

O vetor p'= ¢ x W é ortogonal & drea do paralelogramo formado pelos vetores ¢ e . Escrevendo a férmula acima
em termos do vetor g, temos
V =u.p.senf ,

onde p = |p]. No caso que estamos considerando, o vetor § forma um angulo ¢ = 90° — § com o vetor @, como
indicado na figura a seguir. Deste modo, temos que § = 90° — . Portanto,

senf = sen (90° — o) .
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Utilizando a relacgéo trigonométrica sen (90° — ¢) = cos ¢ obtida na

secao 1.7 do capitulo 1, temos que p

senf = cosyp .
Substituindo na expressao para o volume do paralelepipedo, temos

V =u.p.cosy .
Como ¢ é o angulo entre os vetores 4 e p, a férmula do volume
equivale a defini¢do do produto escalar entre o vetor @ e o vetor p, de i
modo que temos

V=i f=i- (#xd), 4 /
4 /

que ¢é a defini¢do do produto misto (i, ¥, w). Portanto, temos

V = (4,7,9) . 7

Neste caso, como o angulo ¢ é sempre menor que 90°, de modo que cos ¢ > 0, o resultado serd sempre positivo. No
caso mais geral, o resultado obtido envolverd o médulo do produto misto, o que era de se esperar, pois o volume
ndo pode ser negativo. Obtemos, entdo a férmula V = |(@, ¥, @)|.

Ex.1: calcule o volume do paralelepipedo forma- Ex.2: calcule o volume do parale}epipedo forma-
do pelos vetores 4 = (2,1,—3), 7 = (4,-3,1) e do pelos vetores @ = (1,—1,2), b= (—1,2,4) e
W = (2,0,—3) e represente o resultado grafica- ¢=(—1,3,1) e represente o resultado grafica-
mente. mente.

Solucdo: temos que V = |(@,,%)|. Calculando o Solu¢do: temos que V = |(@,b,&)|. Calculando o
produto misto, temos produto misto, temos
2 1 -3 1 -1 2
(@, 0,@)=|4 -3 1]|= (@bveé)=| -1 2 4 |=
2 0 -3 -1 3 1
= (1842+0)—(0—12+18)=20—6=14 . =(2+4-6)—(12+1-4) =
N =0-9=-9.
Temos, entao, que
V =14 = 14. Temos, entao, que
P V=]-9=09.
1
t Y
1
44
st
a ¢
11
t Y
1 1 2 3
1
2
3
x

Com isto, encerramos este capitulo.



