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5 - Produtos entre vetores

5.1 - Produto escalar
5.2 - Produto vetorial

5.3 - Produto escalar em termos de componentes
5.4 - Produto vetorial em termos de componentes

5.5 - Produto misto

Nos nimeros reais, existe a operacao de multiplicacao de um nidmero por outro. No caso dos vetores, o
produto de um vetor por outro nao é tao simples.

dois produtos (e algumas composicoes deles) serdo estudados neste capitulo.

Existem dois produtos entre vetores: um que resulta em
um nimero (escalar) e outro que resulta em um outro vetor. Dados dois vetores 4 e ¥, chamamos ao primeiro
produto entre eles de produto escalar (designado 4 - ¥) e ao segundo, produto vetorial (designado @ x ¥). Esses

5.1 - Produto escalar

O produto escalar é uma operacao i - ¥ entre dois vetores 4 e ¥ que resulta

em um numero. Esta operacao é definida pela seguinte férmula:

- v = |a]|]

onde 0 é o angulo entre os dois vetores.

Obs.: por angulo entre os vetores, entendemos o menor
angulo entre eles, como ilustrado na figura ao lado. O menor
angulo entre os dois vetores ao lado é o angulo «.

Ex.1: calcule o produto escalar 4 - ¥ entre os
vetores dados abaixo (|i@] = 3 e |0] = 2).

—

u

30° .
U
Solucdo: 4 - ¥ = |i||¥] cos § = 3.2. cos 30° = 6. \[ =
=33,

Ex.3: calcule o produto escalar ¢ - d entre os
vetores dados abaixo (|¢] =2 e |d| = 4).

-

C

90°

d

Solucdo: &-d = |@|d] cosf = 2.4. cos 90° = 8.0 = 0.

£
\@/

Ex.2: calcule o produto escalar @ - b entre os
vetores dados abaixo (|@| =2 e [b] = 2).

Solucao: d@-b=

Ex.4: calcule o produto escalar € - f_’ entre os

<

vetores dados abaixo (|¢] =3 e |f] = 2).

180°

) -

2

Solucéo: é’-fz

S

|é| f] cos 6 = 3.2. cos 180° = 6.(—
= —6.

|d’||g| cosf = 2.2.cos60° = 4.1 =2

1) =
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O produto escalar entre dois vetores # e ¢’ tem as seguintes propriedades.

Pl) - v=¢-4  (comutativa);

P2) i - (V+w)=u-v+u-@  (distributiva com relacao & adicao);

P3) (au) -7 =c(u-v) (fatoragdo dos escalares).

5.2 - Produto vetorial

O produto vetorial é uma operacao i« X U entre dois vetores 4 e
¥ que resulta em um vetor. Esta operacao é definida pela seguinte
férmula:

(i x ¥ = |i||5] sen 6 7,

onde 6 é o angulo entre os dois vetores e n é um versor que é
normal aos dois vetores @ e U e cujo sentido é dado pela regra
explicada a seguir.

Imaginemos um arco de circunferéncia orientado definido no
plano formado pelos dois vetores, @ e ¥, sendo que o sentido desse
arco vai de @ até ¥. Se o sentido for anti-hordrio, o versor 7 terd
o sentido “para cima”, indicado na figura a lado. Se o sentido for
horario, o sentido de n serd “para baixo”. Esta regra também é
chamada regra da mao direita, pois podemos imaginar uma mao
direita posicionada de forma que os dedos se fechem de modo a
ir da posi¢ao do vetor @ & posi¢ao do vetor . O polegar indica,
entao, o sentido do vetor © x ¥. Esta regra é ilustrada nos exemplos
a seguir.

Ex.1: calcule o produto vetorial @ x ¥ entre os
vetores dados abaixo (|i@] = 3 e |0] = 2).

0l

30°

U

£
X
S

S

3>
3>
<L

e

Ex.2: calcule o produto vetorial ¥ X @ entre os
vetores dados abaixo (|| =3 e |0] = 2).

0]

30°

U

Solugdo: 4 x ¢ = |u]|U]send 7 = 3.2.sen 30°n =
= 6.5 = 2.

O semi-arco que vai do vetor i para o vetor ¥
tem o sentido anti-horario, o que indica que o versor
normal tem o sentido para cima. O vetor i x ¥ estd
representado na figura abaixo.

<y

U X

<y

>
/

S

Solugéo: ¥ x @ = |v]|d] send 7 = 2.3.sen30°n =
= 6.0 = 2.

O semi-arco que vai do vetor ¥ para o vetor i
tem o sentido horario, o que indica que o versor nor-

mal tem o sentido para baixo. O vetor ¥ X i estd
representado na figura abaixo.

/

N
v

]

L
X
<y

Observe que os dois produtos vetoriais calculados acima tém o mesmo moddulo e direcao, mas sentidos
opostos. De um modo geral, temos u X ¥ = —U X @ sempre.
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Ex.3: calcule o produto vetorial @ x b entre os
vetores dados abaixo (|a] =2 e |b] = 1).

b
60°
a
Solugdo: @ x b = |d||b|send 7 = 2.1.sen 60°7 =
= 2.5 = \/3q.
A ‘ axb
b
>
a

Ex.4: calcule o produto vetorial ¢ x d entre os
vetores dados abaixo (|¢] =2 e |d| = 2).

-

d

oL

45°

Solugio: @x d = |7||d] send i = 2.2.sen 45 =
RS UPSRV, P .
= .Wn—47n—2 QnJ

¢

Nos exemplos acima, estamos trabalhando com projecoes de figuras no espago e os vetores resultantes dos
produtos vetoriais devem ser vistos como perpendiculares aos pares de vetores que os formam. Algumas vezes,

temos que representar vetores entrando ou saindo do plano.

Para isto, podemos usar a seguinte notagao:

usamos o simbolo (-) para representar um vetor saindo do plano e Q) para representar um vetor entrando no
plano. A notacdo lembra a ponta de uma flecha saindo do plano ou a parte de tras de uma flecha entrando no
plano. A seguir, mostramos exemplos utilizando esta notagao.

Ex.5: calcule o produto vetorial € x f entre os
vetores dados abaixo (|€] =3 e |f| = 2).

—

f

90°

€

Solugdo: & x f = |é]|f]sen f = 3.2.5en 90 =
=6.1n = 6n.

Ex.6: calcule o produto vetorial § x h entre os
vetores dados abaixo (|g] =3 e |h| = 1).

g

g

=

Ex.7: calcule o produto vetorial 7 x 7i entre os vetores dados abaixo (|m| =4 e |7i| = 3).

180°
m L 7
Solucio: m x @i = |||fi| sen 6 i = 4.3.sen 180°7 = 12.07 = 0.
i x i =0
m i
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O fato do produto vetorial entre dois vetores que formam um angulo de 90° entre si ser o vetor nulo resolve
o aparente paradoxo resultante do uso da regra aprendida para definir o sentido do vetor normal 7. Utilizando
a regra aprendida, teriamos um vetor que poderia estar entrando no plano ou saindo dele. No entanto, como
o vetor nulo nao tem direcao nem sentido, nao ha contradicdo no uso da regra.
O produto vetorial entre dois vetores 4 e ¥ tem as seguintes propriedades.
Pl) uxv=—-9 x4 (anticomutativa);
P2) i x (V4+ W) =uxv+4xw (distributiva com relacao a adigio);

P3) (au) x ¥ =c(u x U)  (fatoracdo dos escalares).

Obs.: o produto vetorial nao tem a propriedade associativa, isto é, em geral, U X (U X W) # (4 x ¥) X 0.

A seguir, estudaremos os produtos escalar e vetorial utilizando a nota cao de vetroes em ters de suas
componentes cartesianas, como aprendido no capitulo 5.

5.3 - Produto escalar em termos de componentes

Agora vamos estudar como podemos calcular o produto escalar entre dois vetores em termos de suas
componentes cartesianas. Para isso, calcularemos os produtos escalares entre os versores i, j e k:

A

k
i-1=lil]1]cos0° = 1.1.1 =1, -3 = [2]|j]| cos 90° = 1.1.0 = 0, )
ik =i])k|cos90° =1.1.0=0, 7-5=]|j][7]cos0° =1.1.1=1, J
7-k=17|k|cos90° =1.1.0 =0, k-k=|k||k|cos0°=1.1.1=1. i

~ A ~

Devido & propriedade comutativa do produto escalar, temos que j 4=0,k-1=0e k -7 = 0. Com isto,
podemos montar a seguinte tabela:

1 )k
i1 0 0
710 10
Elo 0 1

Vamos, agora, calcular o produto escalar entre dois vetores, @ = uz1 + uyJ + vk e U = vz1 + vyJ + v k.

a7 = (ugi+ uyi + uzl%) - (vgt + vy§' + vzl%) = Ugl - Vgl + Uyl - vy§' + ugi - vk +

= UpUyl - 1+ UgVyl - § + UgVsi - k4 UyVg] -1+ Uyvy] - J + Uyv] - k4 upvgk -1+ usugk - J + ugvk -k
Usando a tabela acima, temos
U U = UgVg.1 4+ Ugvy.0 + uz0,.0 + uyvy.0 4+ uyvy. 1 + uyv,.0 + w050 + Uy .0 + uzv,.1 = UgVy + Uyvy + U0,

Temos, entao, que

U T = Ugy + UyVy + ULV

A seguir, mostramos alguns exemplos da aplicagao desta férmula.

Sl

Ex.1: dados os vetores @ = 3i + 2j + 4k e 7 = 1 + 27 + 2k, calcule @ -
Solugdo: -7 = (31427 +4k)- (1 +2j +2k) =31+224+42=3+4+38

15.
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Ex.2: dados os vetores @ = 21 — 3j + keb=3i +j— 2k, calcule @ - b.
Solucdo: @-b= (21 —3j+k)-(3i+j—2k) =23+ (=3).1+1.(-2)=6—-3-2=1.

Ex.3: dados os vetores & =1+ 37 + 6k e d=3i— 3k, calcule ¢- d.

Solucdo: @-d = (i +3j +6k) - (3i — 3k) = 1.3+ 3.0+ 6.(—3) =3+ 0 — 18 = —15.

Vale lembrar que o resultado do produto escalar é um nimero (escalar).

5.4 - Produto vetorial em termos de componentes

Para definir um produto vetorial de vetores em termos de suas componentes, calcularemos os produtos
vetoriais entre os versores 4, j e k.

e ixi=[i[i|sen0® 7 =1.1.0 1A = 0 A = 0.

Como o resultado é o vetor nulo, nao é necessario estudarmos a dire¢ao ou o sentido da normal 7.

o ixj=li|7]sen90° 1 = 1.1.1 7 = .

O sentido do versor 71 é dado pela regra que aprendemos antes. 7
Aplicando-a ao produto vetorial 2 x 7, verificamos que o versor 7 tem a
direcao e o sentido do versor k. Como s6 pode haver um versor (vetor j
de médulo igual a 1) na diregao e sentido do versor k, concluimos que R
f = k. Portanto, 7 x j = k. !
o i xk=li||k|lcos90° i =1.1.1 A = 7. ;
A regra indica a direcao do versor j’, no sentido contrario a este, de .
modo que temos 7 X k= —7. n
)
e jx7=]|7ll7]cos0’°n=110n=0n=0.
o jxk=1|j||k|cos90° i =1.1.1 i = .
k
A regra indica que j X k=1 j
o fixk=|kl|klcos0°i=11.07A=0n=0. "
Devido a propriedade anticomutativa do produto vetorial, temos que 3 X1=—1 xj = —l;:, kxi=—ixk= j

ek xj=—3x k= —i. Com isto, podemos montar a seguinte tabela:

THs =0 X
|
S I O =
O T
|
Ol o Sl I

[
=0

Vamos, agora, calcular o produto vetorial entre dois vetores, @ = uzt + uy) + uk e 7= vyt + vyJ + v, k.

AxT = (ugi+ uy§' + uzl%) X (Vg + vyj + vzl%) = Uyl X Vgl + Uzl X vy3’ + ugt X v,k +

—i—uy}' X Uﬁ + uyj X ij' + uy§ X 'uzl; + uzl; X 'uﬁ + uzl; X 'uyj' + uzl; X 'uzl; =
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= UpUzl X+ Ugyl X J + Ug,0 X Kk + Uy X @+ uyvy] X J + uyv,j X k +

+uzvxl;: X 1 + uzuyl% X 3 + uzvzl% X l%

Usando a tabela acima, temos

~ A

U X U = UgUyk — UgV,J — UyUgk + UyV,0 + U055 — Uty = (UyVy — UVy )1 + (UzUg — Ugv,)] + (UgpUy — uyvy) k.

Consideremos, agora, o seguinte determinante:

Pk
Ug Uy Uy | = (UyUst A UV F UgVyk) — (UpVyt + U] + Uyvgk) =
vy Uy U,

= (uyv, — uzfuy)% + (uyvg — umvz)§ + (ugvy — uyvy)k.

Comparando este resultado com o resultado obtido acima para i x ¥, podemos concluir que é possivel escrever
o produto vetorial como

Ex.1: dados os vetores @ = 3i + 27 + 4k e =1+ 37 + 2k, calcule @ x .

Solugao: PGk o A o A ) ) A o A

GxT=|3 2 4 |=(4i+4)j+9k) — (12i + 6] +2k) = (4 — 12)i + (4 — 6)] + (9 — 2)k = —8i — 2] + k.
1 3 2

Ex.2: dados os vetores @ = 21 — ] + 3k e b=3i + j — 2k, calcule @ x b.
Solucao:

i
ixb=|2 — = (2049 +2k) —(3i—4]—3k) = (2—3)i+ (9+4)]j + (2+3)k = —i + 13] + 5k.
3

—
N Lo T

Ex.3: dados os vetores =21 +3) — k e d=3i+ k, calcule & x d.

Solugao: P i
Exd=|2 3 —1|=@3i-3j+0k) —(0i+2j+9k)=(3-0)i+(-3—-2)j+ (0—9)k =3i—5) — 9.
30 1

5.5 - Produto misto

Existe uma operagao entre vetores que, apesar de nao ser fundamental (ela é uma composigao do produto
escalar com o vetorial), é utilizada em algumas aplicagées. E o produto misto, definido como

| (@, 0,0) = i (¥ x ). |
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O resultado desta operacao é um nimero, calculado a seguir.

~ ~ ~

X 17 k
(d,v,W) = u-(UxW) = (ugt +uyj+uk) | vg vy, v, |=
Wy Wy W,

= (umg + uy.} + uzl;') : |:(Iuywz'2 + 'Uzwmj + 'Ua:wyl;') - ('Uzwy'2 + 'Um'wzj + 'Uywa:];)] =
= (ugt + uyj + uzl;) . [('uywz — vzwy)g + (v,wy — vpw,)] + (vpwy — 'uywm)l;} =
= Uy (vyw, — vwy) + Uy (VW — VW, ) + U, (Vawy — VyWy).

Consideremos, agora, o seguinte determinante:

Up Uy Uy
Vp Uy U, = (UpUyw, + UyV, Wy + U VWY ) — (UgUa Wy + UyVzW, + Uy VyWy) =
Wy Wy W,

= Up(vyw, — v wy) + Uy (v Wy — Vaw,) + Uy (Vawy — VyWy) .

Comparando com o resultado do produto misto, chegamos a seguinte formula:

(4, 0,0) =u- (VX W) =| vg vy v,

=1 —2j + 3k, calcule (i, U, ).

bt
ST
Il
0
-+
w
S
+
[\
ol
)
g

Ex.1: dados os vetores @ = 31 + 27 + 4
Solucao:

(4, 7,4) =

— =

2 4
3 2 |=(214+4-8)—(—124+6+12)=23—6=17.
2 3

Ex.2: dados os vetores @ = 2 — j + 3k, b=3i— j+keé=2—k, calcule (d, b, Q).

Solugao: 2 _1 3
@b&=|3 -1 1[=(2-240-(0+3-6)=0—(-3)=3.
2 0 -1

Com isto, encerramos os estudos sobre produtos entre vetores. No préximo capitulo, veremos uma nova
notacao para vetores e algumas aplicagoes destes.



