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1 - Trigonometria no triangulo

1.1 - Triangulos semelhantes.

1.2 - Triangulos retangulos

1.3 - Teorema de Pitagoras.

1.4 - Seno, cosseno e tangente.

1.5 - Secante, co-secante e co-tangente.

1.6 - Angulos notaveis.

1.7 - Relagoes trigonométricas fundamentais

O Célculo Vetorial alia as poderosas ferramentas do Calculo Diferencial e Integral & versatilidade dos vetores.
Neste curso, iremos estudar as principais técnicas utilizadas por ele, desde a introducao da idéia de vetor até
sua utilizagao no cilculo de derivadas e integrais de funcoes vetoriais. Antes disso, porém, é necessirio que
tenhamos uma base sélida de trigonometria, que serd revisada neste capitulo.

A trigonometria lidava incialmente com medidas relativas a tridngulos, mas foi depois refinada de modo
a lidar com angulos em geral e sistemas que apresentam oscilacoes. A palavra trigonometria vem do grego
trigonos (tridngulo) e metrein (medir). Consta que ela ja foi usada pelo comerciante e matematico grego Tales
(cerca de 624-548 a.C.) para calcular alturas de piramides egipcias. Segundo os relatos, ele conseguiu fazé-lo
comparando a sombra produzida pela pirdmide & sombra produzida por um bastao de comprimento conhecido.
Desde entao, a trigonometria vem sendo usada em um nimero enorme de aplicacdes em diversas dreas.

Tales (cerca de 624-548 a.C.): fildsofo e matemdtico grego nascido na cidade de Mileto. Fundou, junto a outros sd-
bios, a escola de Mileto. Tudo o que se sabe sobre ele vem de fontes indiretas e diz-se que era um homem acostu-
mado a viajar, dono de um saber pratico, dedicado a politica e ao trabalho intelectual. Conta-se que usou seus co-
nhecimentos de geometria para calcular as alturas de algumas piramides egipcias e as distancias de barcos até a
costa.

1.1 - Triangulos semelhantes

Um tridngulo é uma figura bidimensional (plana) de trés lados. Uma de suas caracteristicas é que a soma
dos seus angulos internos é sempre 180°. Alguns exemplos de tridngulos sao dados abaixo.

Uma classe importante destes é a dos tridngulos semelhantes, que sao triangulos relacionados de tal forma
que as razoes entre os lados de um sao iguais as razoes dos lados do outro.
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Ex.1: verifique se os tridngulos abaixo sao semelhantes.

27 4
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6

Solugéo: isso se faz calculando as razoes entre os lados dos dois triangulos:
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Como todas as razoes sdo iguais, mostramos que os triangulos sdo semelhantes.

Ex.2: verifique se os tridngulos abaixo sao semelhantes.

2 2

Solugao: calculando as razdes entre os lados dos dois triangulos, temos:

2 A 2 4 a_ 2 A 2 4 b
=s=1,Z=15=3; S=i=l,5=:=05 °

As razbes ndo sdo as mesmas e, portanto, os tridngulos nao sio semelhantes.

1.2 - Triangulos retangulos

Triangulos retangulos sao tridngulos tais que um de seus angulos internos é de 90°. Este angulo de 90°
também é chamado de dngulo reto. Esse tipo de triangulo é fundamental para o desenvolvimento da trigonome-
tria e também para diversas aplicacoes préaticas. Alguns exemplos de tridngulos retangulos sdo dados a seguir.
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Ex.1: identifique os tridngulos retangulos e os que nao sao tridngulos retadngulos.

A B C

-1

Solugdo: os tridngulos A e C apresentam angulos internos de 90°. Portanto, sdo tridngulos retangulos. O tridngulo
B nao é retangulo, pois nao apresenta um angulo interno de 90°.

Vamos dar nomes a alguns aspectos dos triangulos
retingulos. Tomando um dos angulos internos (que
chamaremos de «), podemos dar nomes aos trés lados do
triangulo. O lado que fica oposto a a é denominado cateto
oposto. O lado que fica contiguo a « é chamado cateto
adjacente e o lado restante é chamado de hipotenusa.

hipotenusa cateto oposto

@ [

cateto adjacente

Ex.2: identifique o cateto oposto, o cateto adjacente e a hipotenusa do dngulo « do seguinte triangulo
retdngulo:

a

Solucio: o cateto oposto é o lado b, o cateto adjacente é o lado a e a hipotenusa é o lado h.

Ex.3: identifique o cateto oposto, o cateto adjacente e a hipotenusa dos dngulos « e 5 do seguinte triangulo
retangulo:

[]

4

Solucdo: com relacido ao angulo «, o cateto oposto é 3, o cateto adjacente é 4 e a hipotenusa é 5. Com relacio ao
angulo 3, o cateto oposto é 4, o cateto adjacente é 3 e a hipotenusa é 5.
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1.3 - Teorema de Pitagoras

Existe uma relacao importante entre a medida da hipotenusa e as medidas dos dois catetos de um triangulo
retangulo. Essa relacao é dada pelo Teorema de Pitagoras, que enunciamos a seguir.

T1 - Teorema de Pitdgoras: o quadrado da hipotenusa é igual & soma dos quadrados dos catetos.

Em termos simbdélicos,

W’ = a2+ b b
e []
onde a, b e h sao indicados na figura ao lado. a

Este teorema é atribuido ao matemético e filésofo grego Pitdgoras (cerca de 580-500 a.C.). Os gregos
antigos tinham uma compreensao bastante geométrica da matematica. Portanto, a demonstracao é baseada
em geometria.

Demonstragao: vamos desenhar um triangulo retangulo de lados arbitrarios
e escolher um angulo interno (que nao seja o de 90°) que chamaremos a. O b
cateto adjacente a esse dngulo tem um comprimento a e o cateto oposto mede

b, enquanto a hipotenusa terd o comprimento h. A . ]

Quando falamos no quadrado de uma medida, podemos imaginar a drea de um quadrado com aquela medida.
Desta forma, desenhamos trés quadrados, cada um com &rea equivalente ao quadrado de um dos lados do tridngulo

retangulo (conforme a figura abaixo, a esquerda). a b

b a+b

Agora, vamos considerar o quadrado de lados h, com 4rea h? (figura acima, & direita). Esse quadrado pode ser
colocado dentro de um outro quadrado de lados a + b, como na figura ao lado. A drea do quadrado de lado a + b
é (a + b)%. Da figura, podemos ver que esta drea equivale & drea do quadrado de lado h, mais as dreas dos quatro
tridngulos que o cercam. Todos os tridngulos tém as mesmas medidas, de modo que cada um tem uma area dada
por %a.b. Portanto, a drea do quadrado de lados a + b é igual & area do quadrado de lado h, mais quatro vezes a
area de um dos triangulos que o circundam, isto é,

1
(a+b)2:h2+4.§ab:>a2+2ab+b2:h2+2ab:>a2+b2:h2:>h2:a2+b2.

Assim, o teorema estd provado.

Pitagoras (cerca de 580-500 a.C.): um dos maiores matematicos e filésofos da Grécia antiga. Nasceu na ilha de
Samos, entdo colénia grega, e fundou uma sociedade secreta em Crotona (ao sul da Itdlia), onde os membros ado-
ravam o mundo perfeito dos niimeros e consideravam a nossa realidade uma palida sombra deste. Sua influéncia
foi decisiva na formagao do pensamento ocidental.
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Ex.1: Calcule a hipotenusa do tridngulo retangulo de lados 2 e 3.
Solugdo: W2 =a®> + 0> = h> =22 +32=>h?=44+9=h?>=13 = h=/13.

Note que escolhemos somente a raiz positiva da equacao, pois a hipotenusa é uma medida positiva.

Ex.2: Calcule a hipotenusa do tridngulo retangulo de lados 1 e 6.

Solugdo: h> =a®> +b> = h? =12 4+6% = h> =1+36 = h> =37 = h = /37.

Ex.3: Calcule o lado desconhecido de um triangulo retdngulo de hipotenusa 8 e lado 2.

Solugao: h? =a?>+ b =8 =22+ = 64=4+0 =0’ =64—-4=0>=60=>b=/60=b=V2235=>
= b =2V15.

1.4 - Seno, cosseno e tangente

Consideremos os trés tridngulos retangulos abaixo.

e ] @ g @ [

Estes tridngulos sao todos semelhantes, de modo que as razoes entre lados equivalentes sao sempre as mesmas.
Consideremos agora o dngulo « indicado em cada tridngulo, sendo este 0 mesmo para os trés triangulos. As
razoes entre lados recebem nomes especiais. Nesta secdo, abordaremos as trés principais, chamadas seno,
cosseno e tangente de um angulo a. As defini¢oes sao dadas abaixo.

Dado um tridngulo retangulo e um angulo « interno a este, temos as seguintes definigoes.

cateto oposto

D1 - O seno do angulo « é dado por sena = hipotenusa -

cateto adjacente

D2 - O cosseno do angulo « é dado por cosa = Tipotentsa

Ex.1: calcule o seno e o cosseno do angulo « indicado no tridngulo abaixo.

h

a

a
Solucdo: sena = %, cosa = g.

Ex.2: calcule o seno e o cosseno do angulo S indicado no triangulo abaixo.
5

N\ []
4

Solugdo: senf3 = 2, cosf8 = 2.
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Ex.3: calcule o seno e o cosseno do angulo <y indicado no triangulo abaixo.
2v2 9

2
Solucao: senvy = % = %, cosy = %5 = \/LE

Além destes, também é bastante usada a tangente, definida a seguir.

cateto oposto
cateto adjacente

D3 - A tangente do dngulo « é dada por tga =

Ex.4: calcule a tangente do angulo « indicado no triangulo do exemplo 2.

Solugdo: tga = L.

Ex.5: calcule a tangente do angulo § indicado no tridngulo do exemplo 2.

Solugdo: tg 8 = 3.

Ex.6: calcule a tangente do angulo «y indicado no tridngulo do exemplo 3.

Solugdo: tgy =% =1.

Note que, de acordo com sua definicdo, a tangente pode ser escrita como a razao entre o seno e o cosseno:

¢ sen o
o =
& cosa |’
pois temos
cateto oposto .
¢ sen o Thipotenusa cateto oposto hipotenusa cateto oposto
g o = = - = < . " = -
cosq  cateto adjacente hipotenusa  cateto adjacente  cateto adjacente’

hipotenusa

que é a definicdo da tangente.

1.5 - Secante, co-secante e co-tangente

Outras razoes entre lados de tridngulos retangulos sdo dadas pela secante, co-secante e co-tangente, que sao
definidas a seguir.

hipotenusa

D4 - A secante do angulo « é dada por seca = Cateto adjacente

hipotenusa

D5 - A co-secante do dngulo « é dada por coseca = Tateto oposto”

cateto adjacente

D6 - A co-tangente do angulo a é dada por cotga = === oposto -

Basta comparar as defini¢oes D4, D5 e D6 com as defini¢oes D1, D2 e D3 para notar que temos as seguintes
relagoes:

1
seca = , cosec o = , cotgax = ——
COoS v sen o tg o
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Ex.1: calcule a secante, a co-secante e a co-tangente do angulo « indicado no tridngulo do exemplo 1 da
secao anterior.

3n- —_ h _ h _a
Solugao: seca = 7, coseca = ¢, cotga = 3.

Ex.2: calcule a secante, a co-secante e a co-tangente do angulo £ indicado no triangulo do exemplo 1 da
secao anterior.
Solucao: secf = %, cosec f§ = g, cotg 8 = %.

Ex.3: calcule a secante, a co-secante e a co-tangente do angulo v indicado no triangulo do exemplo 2 da
secao anterior.

Solucdo: secy = %ﬁ =/2, cosecy = %ﬁ =V2, cotgy=2=1.

1.6 - Angulos notaveis

Para alguns angulos, podemos calcular os valores de seus senos e cossenos (e a partir dai, todos os outros
tipos de razoes entre lados) por métodos algébricos. Esses angulos sao 45°, 30° e 60°.

a) Angulo de 45°.

Consideremos um triangulo retdngulo onde dois lados
sdo iguais. Se um dos angulos tem que ser de 90° (pois
o tridngulo é retangulo) e os outros dois tém que ser iguais,
conclui-se que cada um deve ser de 45°.

Se os dois lados iguais tém comprimento a, podemos calcular a medida da hipotenusa usando o Teorema de
Pitagoras:

h?=a%>+a%>=h?=2d> = h=V2? = h=aV2.
Com esses dados, podemos calcular o seno e o cosseno do angulo de 45°, obtendo:

1
sen45°:L: , cos45°:L:

1
a2 V2 a2 V2

Podemos, entao, escrever:

1
cos45° = —

1
Ve’ V2

Ex.1: calcule a tangente, a secante, a co-secante e a co-tangente de 45°.

Solucdo: usamos as identidades entre as razoes:

1
45° 7 1 2 1 1 2
tg45°:sen 50:#:—-£:1,sec45°: OZT:1-£:\/§,
cos 45 7 V2 o1 cos 45 = 1
1 1 V2 1
4 0: :_:1'_: 2 t 4 O: :1
cosec 45 p—T % 1 V2, cotg4s g 15
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b) Angulo de 60°.

Consideremos um tridngulo isésceles, isto é, um tridngulo cujos lados sdo todos iguais, como por exemplo
o tridngulo com todos os lados medindo a da figura abaixo. Os angulos internos desse triangulo sao todos
iguais e de 60°. Tal triangulo nao é retangulo. No entanto, podemos produzir um tridngulo retangulo dividindo
esse triangulo em duas partes iguais, como na figura abaixo. Tomando uma dessas partes, temos um triangulo
retangulo com um dos angulos internos igual a 60°.

60° 0°

60° 60° 60°
a a/2 a/2

Tomando uma dessas partes, temos um tridngulo retangulo com um dos angulos internos igual a 60°.

Usando o Teorema de Pitdgoras, podemos calcular o lado desconhecido do

trianglo:
2 2 2
2_“)2 2 2_ @ 2 2 4" _ 2 2_ 2 @ a x
=(= =a° = — Sa——=rr=1'=ad——=
a (2 +x a 1 +x a 1 T T a 1
o 4a® — a? 5 3a? 3a? V3a 60°
S>1r'=——=S1'=—=S1=\—=>1=—"1. g
4 4 4 2 a/2
Agora podemos calcular o seno e o cosseno de 60°:
\/ga \/g a
Ve a 1 V3 S a1 1
SQDGOOZL:—-—:— COSGOOZ&Z—-—:—.
a 2 a 2 7 a 2 a 2
Podemos, entao, escrever:
3
sen 60° = % , | cos60°=—
Ex.1: calcule a tangente, a secante, a co-secante e a co-tangente de 60°.
Solucdo: usamos as identidades entre as razoes:
0 V3
sen60° % /3 2 1 1 2
tg60° = =2 =T".2=43 60° = =—-=1-2=2
& cos60° L 2 1 V3, sec cos60° L1
1 1 2 2 1
60° = =—=1"—=— tg 60° = =—.
cosec sen 60° \/75 V3 V3 ote tg60° /3
c) Angulo de 30°.
Voltemos, agora, ao tridngulo retangulo obtido no item anterior. Esse
triangulo tem um angulo de 90°, um de 60° e outro de 30°.
Com base nos dados obtidos sobre os lados desse triangulo, podemos cal-
cular o seno e o cosseno de 30°:
a a/2
Bt _VBa 1 _ V3 30°

sen 30° =

SN

1
=3 cos 30° =

SHN

a
2 a 2 a 2 \/3@/2

Podemos, entao, escrever:

ol%

1
sen 30° = 3| | cos 30° =
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Ex.1: calcule a tangente, a secante, a co-secante e a co-tangente de 30°.

Solugao: usamos as identidades entre as razdes:

t300_sen30"_i_1 i—i sec30° = 1 —i—l i—l
& _cos300_§_2 V3 V3 _cos300_§_ V3 V3
1 1 2 1
30° = =—-—=1.--=2 tg 30° = =3
cosec o0 30° % 1 , cotg t2 307 V3

1.7 - Relagoes trigonométricas fundamentais

Vamos, agora, estudar duas relagbes entre o seno e o cosseno de um édngulo. A primeira delas pode ser
verificada a partir do tridngulo retangulo representado abaixo. Este tem trés angulos internos, dados por «, g
e o angulo reto (90?). O seno e o cosseno do angulo « sao dados por

b a
seno=— , CoOSQ= —

h h’

enquanto o seno e o cosseno do angulo § sao dados por

senﬁz% , cos,B:E.

Das expressoes acima, podemos ver que

senf = cosa , cosf = sena.
Lembremos agora que a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°. Portanto,
a+B+90°=180°= =180 —a—90° = 5 = 90° — «a.

Substituindo 8 por 90° — «, obtemos, entao, as expressoes

‘ sen (90° — ) = cosa , cos(90° — ) = sena

3

valida para qualquer dngulo a.

Ex.1: dado que sen75% = 1;'\/‘?, calcule cos 159,

j0: = — = — 1+v3
Solugao: cos15° = sen (90° — 15%) = sen75° = ok

. — 1=V3
Ex.2: dado que cos75° = N calcule sen 15°.

S0- — — _1-3
Solucgéo: sen15° = cos (90° — 15°) = cos 75° = VR

A segunda relacao é obtida do tridngulo ao lado. O cosseno e
o seno do angulo « sdo dados por

cos se a
o= — no — — .
’ h
b
Aplicando o Teorema de Pitdgoras ao mesmo tridngulo, temos
2 a0 a2 (b\?
RP=d*+bv = 5 =— —:>1:<—> — =
TR TR TR n) T \n a

= 1= (cosa)?+ (sena)? = 1= cos?a+sen’a .
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Com isto, obtemos a seguinte relacao de fundamental importancia na trigonometria:

‘ cos?a+sen’a =1 ‘
A seguir, veremos algumas aplicagoes desta férmula.
[ Ex.3: Mostre que cos260° + sen? 60° = 1. N /3 2 L3 4
Solugdo: temos: c0s260° + sen? 60° = <§> + (7> =1 + 1°1° 1.

Ex.4: Sabendo que cos30° = @, calcule sen 30°.

Solugao: temos:

2
c0s230° +sen?30° =1 = sen?30° = 1 — cos230° = sen?30° =1 — <?) =gen?30°=1— % =

= gen® 30° = 44;3 = gen® 30° = % = sen30° = \/gé sen 30° = % .

A trigonometria no triangulo retangulo nos serviu bem no estudo de dngulos menores que 90°. No entanto,
se quisermos estudar angulos de graus maiores que estes, temos que recorrer 3 trigonometria da circunferéncia,
que serd o assunto do préximo capitulo.



