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6 - Integrais indefinidas

6.1 - Diferenciais

6.2 - Primitivas.

6.3 - Integrais indefinidas.

6.4 - Integrais indefinidas de combinacdes lineares de funcoes.
6.5 - Aplicacao: velocidade e posicao.

O Célculo Diferencial e Integral, como o préprio nome diz, tem duas colunas fundamentais: a derivada e
a integral. Neste capitulo, estudaremos o conceito de integral indefinida que, de um modo geral, é a operagao
inversa & derivada. Porém, antes de estudé-la vamos estabelecer os conceitos de diferencial e de primitiva.

6.1 - Diferenciais

Um conceito que estd ligado ao de derivada é o de diferencial. Para introduzir essa idéia vamos voltar ao
significado geométrico da derivada de uma funcdo f(z) com relagio & variavel independente z descrita na secao
4.2 do capitulo 4.

Primeiro consideramos a curva descrita por y = f(x), dependente da varidvel 2. Podemos tomar a reta que
passa pelos pontos (z, f(z)) e (z + Az, f(z + Az)). A tangente do angulo de inclinacdo dessa reta serd dada
por

flx 4+ Ax)t---------

|
|
|
1

} )
x T+ Az

Quando vamos diminuindo o valor de Az, a reta se aproxima da tangente & curva y = f(z) no ponto z. No
limite em que A — 0, temos que a tangente dessa reta é a derivada de f(z) com relagao a x:

tg = lim — = — .
& A:}:IEOA:E dz

flz+AX) |- -
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T+ Az
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Vamos agora focalizar a variacdo causada em f(z) por uma variagio em z. Considerando uma variacio
Az, temos

r—zx+Azr = f(z)—> fla+Az)=f(z)+Af.

Queremos agora uma fun¢ao que relacione a variacao Af com a variacdo Az. Através da férmula da tangente
nds temos

Jo+ A~ [()

thzﬂéAf:th-AxéAf:
Ax

Az

T .

Vamos agora considerar um incremento infinitesimal dz em z que acarreta um incremento infinitesimal df em
f- Isto pode ser conseguindo tomando o limite Az — 0 na expressao acima:

lim Af = lim flz+ Az) — f(z) - Az
Az—0 Az—0 Az

Pelo teorema T4 do capitulo 3, temos

A _
lim Af= lim JEFAD ZS@ A,
Ax—0 Ax—0 Az Ax—0

Definindo lim Af = df e lim Az = dz e lembrando da definigio de derivada, lim {EFSDZ/@ _ g1
Axz—0 Axz—0 Axz—0 T

temos

df = f'(z)dz|.

A expressao acima relaciona o que chamamos de diferencial de f com a diferencial de z. Note que na notacao

de Leibniz da derivada, temos
daf
!

)= —

o)=L

de modo que a derivada de uma fungao f(z) com relagao & variavel independente x pode ser interpretada como

sendo o0 quociente entre as diferenciais df e dx. A seguir, vamos determinar as diferenciais de algumas fungoes.

Ex.1: calcule a diferencial da funcio f(z) = z°.

Solugdo: temos que df = f'(z) dx = df = 2z dx.

Ex.2: calcule a diferencial da funcio f(z) = 2 + 1.

Solucgao: temos que df = f'(z) dx = df = (322 + 0) dx = df = 322 dx.

Ex.3: calcule a diferencial da funcao f(z) = 32° — 422 + z.

Solugao: temos que df = f'(x)dx = df = (3.52* — 4.2z + 1) dz = df = (152* — 8z + 1) dx.

No capitulo 9 estaremos vendo algumas aplicacoes das diferenciais.

6.2 - Primitivas

Uma primitiva F(z) de uma funcao f(z) é uma funcao cuja derivada é igual a f(z), isto é, se F'(z) = f(x).

D1 - Dada uma funcao f(z) definida em um intervalo I € IR, uma primitiva de f(z) é uma funcao F(z)
definida em I tal que F'(z) = f(z).
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Ex.1: verifique se F'(z) = 2z é uma primitiva de f(z) = 2.

Solugdo: temos F'(z) =2 = f(x), de modo que F(z) é uma primitiva de f(z).

3

Ex.2: verifique se F(z) = 73 ¢ uma primitiva de f(z) = 32°.

Solugao: temos F'(z) = 32? = f(z), de modo que F(z) ¢ uma primitiva de f(z).

Ex.3: verifique se F(r) = 23 4 2 é uma primitiva de f(z) = 322.
Solugdo: temos F'(z) = 322 + 0 = 322 = f(x), de modo que F(x) é uma primitiva de f(z).

Ex.4: verifique se F(z) = 2° — 1 ¢ uma primitiva de f(z) = 322.

Solugdo: temos F'(z) = 322 +0 = f(z), de modo que F(zx) é uma primitiva de f(z).

Ex.5: verifique se F(z) = 3 + z é uma primitiva de f(z) = 3z2.

Solugdo: temos F'(z) = 32° + 1 # f(z), de modo que F(z) nio é uma primitiva de f(x).

Dos exemplos acima, podemos ver que existem vérias (na realidade, intimeras) primitivas para uma mesma
funcao f(z). Particularmente, se F(x) é uma primitiva de f(x), entao G(z) = F(z) + ¢, onde ¢ é qualquer
constante real, também é primitiva de f(x). Isto é expresso no teorema a seguir.

T1 - Se F(z) é uma primitiva de f(z), entdao G(z) = F(z) + ¢, ¢ € IR, também é uma primitiva de f(z).

Demonstragao: se F(z) é uma primitiva de f(z), entdo F'(z) = f(x). Temos, entdo, que, dada uma funcéo
G(z)=F(z) +c,ce R,

G'(z) = F'(z) +0 = f(z) .

Portanto, G(x) também é uma primitiva de f(z).

Ex.6: mostre que F(xz) =3z +2e G(x) =3z + 2+ k, k € IR, sao primitivas de f(z) = 3.
Solucdo: F'(z) =3.1+0=3e G'(z) = 3.1+ 0= 3, de modo que ambas sdo primitivas de f(z) = 3.

6.3 - Integrais indefinidas

A integral indefinida de uma funcao f(z) é a familia de todas as primitivas dessa fungao. Portanto, ela é
um conjunto infinito de fun¢oes relacionadas por uma constante.

D2 - A integral indefinida de uma fungao f(z) definida em um intervalo I € IR é dada por
[ f(z)dz = F(z) + ¢, onde F(z) é uma primitiva de f(z) e ¢ é uma constante real arbitraria.

O simbolo [ f(z) dz merece uma explicacao. A integral, como veremos no capitulo seguinte, ¢ uma soma
de infinitos pedacos, do tipo S f(z).Az. Quando esses pedacos sdo infinitesimais, temos Az — dz, de modo
que o simbolo fica S f(z).dz. O simblo S de soma foi se transformando (S — S — [) até tornar-se o simbolo
de integral hoje utilizado.

Quando calculamos uma integral, temos que nos perguntar qual a fun¢ao cuja derivada resulta na funcao
que estamos querendo integrar. Alguns exemplos de cilculos de integrais sdo dados a seguir.

Obs.: sempre que escrevermos integral estaremos nos referindo & integral indefinida.
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Ex.1: calcule a integral de f(z) = 4. Ex.2: calcule a integral de f(z) = z.
Solugdo: [ f(z)dx = [4dx =4z + c. Solugdo: [ f(z)dz = [adz = ””2—2 +ec.

Ex.3: calcule a integral de f(z) = z2. Ex.4: calcule a integral de f(z) = 3.
Solugdo: [ f(z)dz = [«>de =% +c. Solucdo: [ f(z)dx = [a%dz = % +c.

Ex.5: calcule a integral de f(z) = z*.

Solugao: [ f(z)dx = [z'dx = % +c.

De um modo geral, podemos deduzir as seguintes regras.

T2 - A integral indefinida de qualquer funcao constante f(xz) =k, k € IR, serd dada por
[ fz)de =kax+c.

Demonstracao: a funcao F(z) = kz é uma primitiva de f(z) = k, pois F'(z) = k = f(z). Portanto,
[ f(z)dx = kxz + ¢ = F(z) + ¢ é a integral indefinida de f(z) = k.

T3 - A integral indefinida de qualquer funcao de poténcias naturais f(z) = 2™, n € IN, serd dada por

[ f(z)dz = ";’::11 + ¢, dentro do dominio de f(x).

Demonstracgao: a fungio F(z) = ”f::ll é uma primitiva de f(z) = 2", pois F'(z) = % = 2" = f(x).
Portanto, [ f(z)dz = % + ¢ = F(z) + ¢ é a integral indefinida de f(z) = 2.
A seguir, usaremos esses teoremas na integracio de algumas fungoes.
Ex.6: calcule a integral de f(z) =8. Ex.7: calcule a integral de f(z) = —4.
Solugdo: [ f(z)dr = [8dx =8z + c. Solugdo: [ f(z)dx = [(—4)dx = —4z + c.

Ex.8: calcule a integral de f(z) = z".

Solugao: [ f(z)dx = [2"dx = %8 +c. Solugao: [ f(z)dz = [ 2! dz = % t+ec

Ex.9: calcule a integral de f(z) = 22!

Ex.10: calcule a integral de f(z) = z°.

Solugdo: [ f(z)dx = [2%dz = ””1—1 + ¢ = z + ¢, definida somente para x # 0, pois f(z) = 2° somente é definida para
z € R — {0}.

Devemos salientar que a integral indefinida representa um conjunto de funcdes que agrupa todas as prim-
itivas de uma determinada funcao. Os teoremas abaixo exprimem as relacoes entre a derivada e a integral
indefinida de uma funcao.

T4 - Dada uma funcdo f(z) definida em um intervalo I € IR, temos, nesse intervalo, di / flx)dz = f(z) .
x

O teorema acima mostra que a derivada da integral de uma funcao é a prépria funcao.

Demonstracao: sabemos que [ f(z)dz = F(z) + ¢, onde F'(z) = f(z) e ¢ € R. Temos, entéo,

%/f(a:)da:: %[F(m)—kc]:F’(m)—kO:f(m).
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T5 - Dada uma funcdo f(z) definida em um intervalo I € IR, temos, nesse intervalo,
f%dx:f(m)—i—c, ceR.

Este teorema mostra que a integral da derivada de uma fungao é a prépria funcao mais uma constante
arbitraria.

Demonstracgao: sabemos que f'(z) = %, de modo que f(z) é uma primitiva de %. Temos, entdo, que
d
/%dw:f(x)+c, ceR.
Ex.11: calcule % [ 23 dz. Ex.12: calcule %wﬁ dzx.
Solugao: 2L [ a3 dx = x°. Solugao: [ “Lzbdx = a6 + c.

6.4 - Integrais indefinidas de combinacoes lineares de funcoes

Vamos agora estudar as regras para integrarmos combinacdes lineares de funcdes. Comecaremos por estu-
darmos como integrar somas de funcoes e produtos de funcées por niimeros reais.

a) Integral indefinida da soma de duas fungées

Se considerarmos a soma de duas fungoes, h(z) = f(z)+ g(z), a integral indefinida dessa soma sera a soma
das integrais das duas funcées mais uma constante arbitraria, isto é, de modo semelhante ao que acontece
com a derivada, a integral da soma ¢é igual a soma das integrais, mais uma constante arbitriria. Essa regra é
expressa no teorema a seguir.

T6 - Dadas duas fungoes f(z) e g(z), temos /[f(:c) +g(z)] dz = /f(w) dx + /g(:v) dv+c ,deR.

Demonstragao: suponhamos que F(x) é uma primitiva de f(z) e G(z) é ma primitiva de g(z). Entao,

/f(:u)dac:F(:U) +ec e /g(w)dsz(w) +ca,
onde ¢; e ¢y sdo constantes reais arbitrarias. Podemos, entao, fazer a soma
/f(a:)da:—i—/g(x)da::F(x) +a+G@)+ee=Fz)+Gx)+c1+co .
Combinando as duas constantes arbitrdrias, c3 = ¢; + ¢2, temos, entao,
/f(:z:) dz + /g(m) dz = F(z) + G(z) + c3 ,
onde c3 também é uma constante real arbitraria.

Agora, sabemos que S(z) = F(z) + G(x) é uma primitiva de s(z) = f(z) + g(z), pois S'(z) = F'(z) + G'(z) =
f(z) + g(z). Portanto,

/ s(2)dz = S(z) +c1 = / [£(@) + 9(2)] de = F(z) + Glz) + ¢ ,

onde ¢4 é uma constante arbitraria. Isolando os termos F'(z) + G(z) em ambas as integrais, temos

F(z) + G(z) :/f(a:)da:+/g(x)dx—03 , F(x)+G(2) :/[f(a:)—}-g(a:)] dr —cq .
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Igualando as duas equacoes, temos

/[f(m)+g(m)] dx—c4:/f(x)dx+/g(x)dx—c3:,/[f(x)Jrg(x)] dm:/f(ac)dw+/g(m)dx—03+C4.

Chamando —c3 + ¢4 = ¢/, temos, entao
) ) )

Ju@+o@ds = [ sw)dn+ [gadose.

0 que prova o teorema.

Alguns exemplos sao apresentados a seguir.

Ex.1: calcule a integral da funcio f(z) = z + z°.
Solucao:
z? z? z? 2
/f(w)dw = /(m+w2)dw:/xdm+/x2d;ﬁ+c':?+c1+§+02+c':?+E+01+CQ+C':
_ T,
T2t
onde fizemos ¢ =c¢; + ¢y + .
Ex.2: calcule a integral da funcio f(z) =1 + z*.
Solucao:
5 5
/f(a:)da: = /(1+x4)dx:/1da:+/m4da:+c’:x+cl+%+cz+c’:x+%+cl+02+c’:
25
= $+E+C,
onde fizemos ¢ = ¢; +¢o + .

Podemos fazer essas integrais de forma mais direta, antecipando a combinacao das constantes arbitrarias,
como no exemplo seguinte.

Ex.3: calcule a integral da funcio f(z) = 2% + 3.

7

/f(w)dac:/(x6+3)dac:%+3w+c.

Solugao:

Note que uma integral indefinida sempre resulta em uma funcdo mais uma constante arbitraria. Esta é a
“marca” da integral indefinida e a constante jamais pode faltar.

b) Integral indefinida do produto de uma fungao por um nimero real

A integral indefinida do produto de uma funcio por um nimero real é dada pelo produto da integral
indefinida da fungao pelo niimero real mais uma constante arbitraria. HEssa regra é expressa no teorema a
seguir.

T7 - Dada uma funcao f(z) e um nimero k € IR, temos /[kf(m)] dr = k/f(:v) dr+c ,deR.

Demonstracgao: suponhamos que F(x) é uma primitiva de f(x). Entéo,

/f(x) de = F(z)+ ¢
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onde ¢; é uma constante real arbitraria. Temos entao que, dado um ntimero k € IR,
k/f(a:)dac: E[F(z) + 1] = kF(x) + key
Substituindo ¢ = ke, temos, entao,
k/f(ac)dw =kF(x)+ca ,

onde ¢; também é uma constante real arbitraria.
Agora, sabemos que P(z) = kF(z) é uma primitiva de p(z) = kf(z), pois P'(z) = kF'(xz) = kf(z). Portanto,

/p(ac)d;v:P(ac)+03 = /[kf(ac)] dr =kF(z) + cs ,

onde c3 é uma constante arbitraria. Isolando os termos kF'(z) em ambas as integrais, temos

kF(z) :k/f(a:) dr—c , kF(z) = /[kf(a:)] do — cs |

Igualando as duas equacgoes, temos

/[kf(x)] da:—03:k/f(m)dm—czi/[kf(x)] dx:k/f(x)da:—cz +e3 .

Chamando —cy + ¢3 = ¢, temos, entdo,

/[kf(a:)] dw:k/f(a:) de+¢

0 que prova o teorema.

Alguns exemplos sao apresentados a seguir.

Ex.1: calcule a integral da funcio f(z) = 3z2.

Solugao: 3
/f(w)dw:/3w2dac:3/x2dwc':35—%—01 +d=23+¢,

onde fizemos ¢ =¢; + .

Ex.2: calcule a integral da fungao f(z) = 5x.

Solugao:

2
/f(m)dwz/Swdsz/wdwc':5%+cl+c':ng—Fc,

onde fizemos ¢ = ¢; + ¢'.

Ex.3: calcule a integral da funcio f(z) = 0z3.

Solugao: 24
/f(x)dx:/0x3da::0/x3da:c':0Z+cl +cd=0+c=c,

onde fizemos ¢ = ¢; + ¢'.

E particularmente interessante notar que, de acordo com o exemplo 3, [0dz = c.
Também aqui podemos fazer essas integrais de forma mais direta, antecipando a combinacao das constantes
arbitrarias, como no exemplo seguinte.
Ex.4: calcule a integral da funcio f(z) = 4z5.

Solugéo: [ f(z)dz = [42%dx = 4“”77 +ec=22"+c
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c) Integral indeifinida de uma combinacgao linear de fungées

A integral indefinida da combinacgao linear de fungoes é a combinagao linear das derivadas destas mais uma
constante arbitraria, conforme explicitado no teorema a seguir.

T8 - A integral indefinida de uma combinagao linear h(z) = ki f1(z) + kofo(z) + -+ - + kn fn(z) é dada
por [h(z)ds =k [ fi(z)dz + ko [ fo(z)dz + -+ ky [ fo(z) dz + ¢, onde ¢’ é uma constante real ar-
bitraria, para qualquer = € I, onde I é um intervalo onde todas as fungoes componentes tém integrais.

Demonstragao: tomemos uma certa combinagio linear h(z) = ky f1(z) + kafo(z) + -+ + knfn(z) de fungdes
cujas integrais sejam definidas em um certo intervalo I. Temos que

/h(x) dz = /[klfl(a:) hafo(@) £ + K fu(z)] da
Usando o teorema T6, temos que
/ h(z) dz = / s fu ()] da + / s fo ()] do + - - + / o fn(2)] + ¢ da: |
onde ¢; é uma constante real arbitrdaria. Aplicando agora o teorema T7, ficamos com
/h(m)dm:kl/fl(x)dm—f-cl +k2/f2(x)da:—|—cz+---+kn/fn(x)da:+cn+c” ,

onde c1,cs, ..., c, 880 constantes arbitrdrias reais. Combinando as constantes arbitrarias e escrevendo ¢’ = ¢+
+co + -+ cp + ¢, temos, entéo,

/h(w)dw:kl/fl(w)dw+k2/f2(x)dw+---+kn/fn(;z:)dx+c’,

0 que prova o teorema.

A seguir, mostramos alguns exemplos com integrais de fungoes polinomiais.

Ex.1: calcule a integral da funcio f(z) = 2z + 3z2.

lucio: x? x3
Solugao: /f(a:)dx = /(2x+3x2)da;:2/mdm+3/m2dm+c’:2<7+c1>+3<?+02>+c’:

2 3

2%+2cl+3%+302+c':a:2+x3+2cl+302+c':x2+x3+c.

Ex.2: calcule a derivada da funcao g(z) = 3 — 2.

) 3
Solugao: /g(m)da: = /(3—x2)dx:/3da:—/a:2da:+c’:3x+cl—<%+cz>+c’:

3 3 3

3a:+cl—%—02+C':3x—%+cl—02+c’:3x—%+c.

E mais pratico fazermos essas derivadas de forma mais direta, como nos exemplos a seguir.

Ex.3: calcule a integral da funcio h(z) = 2 + 3z — 522,
2 3

50y 3 5
Solugao: /h(m)dw:/(2+3w—5w2)dw:2w+3%—5%+c:2w+§w2—§w3+c.

Ex.4: calcule a integral da funcio m(z) = 23 — 3z.
2

) 4
Solucgao: /m(x) dr = /($3 —3z)dz = ro_ 3% +c= x

4

I
N | Qo

4
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Ex.5: calcule a integral da funcio n(z) = 2z° + 423 — 22 + 1.
6 4 2

Solugao: /n(a:)dx = /(23:5+4a:3—2x+1)dm:2%+4%—2%+x+c:

2 4 2 1
= 6x6+1x4—2§x2+x+c:§x6+x4—x2+x+c.

6.5 - Aplicacao: velocidade e posicao

Em movimentos retilineos, isto é, movimentos que ocorrem em somente uma dimensao, sabemos que a
velocidade de um corpo é dado pela derivada da sua funcdo deslocamento com relacao ao tempo, isto é,

o(t) = d‘;f) .

Portanto, a fungao deslocamento é a funcao cuja derivada é a velocidade v(t). Observando isto, podemos inferir
que a func¢do z(t) é uma primitiva da fungio v(¢). Em Fisica, a fung ao podicao é definida como sendo a integral
de v(t) mediante condigoes de contorno apropriadas:

z(t) = /v(t) dt + condigoes de contorno,

onde essas condicoes de contorno aparecem sob a forma da determinacao da posicao do corpo em um certo
instante de tempo. Vejamos alguns exemplos.

Ex.1: um automével move-se a uma velocidade constante de 80 km/h, tendo saido de uma distancia de 2 km
da origem. Escreva a equacdo de movimento desse carro.

Solucao: a velocidade é constante e de 80 km/h, de modo que v(t) = 80 km/h. Usando a férmula para a obtencdo da
funcdo posicdo, temos
x(t) = /v(t) dt = z(t) = /SOtdt = z(t) =80t +c,

onde ¢ é uma constante que serd determinada pela condicdo de contorno. Essa condicao é dada pela informacao segundo
a qual o automdvel saiu a uma distancia de 2 km da origem, o que significa que z(0) = 2 km. Aplicando essa condicao
a férmula para a funcao posicao, temos

z(0)=2=80.0+c=2=>c=2.
Portanto, a condicdo de contorno determina o valor da constante ¢ e a equacdo de movimento do carro é
z(t) =80t + 2.

Ex.2: uma locomotiva acelera de uma distincia de 3 km da origem a uma velocidade que obedece & equacao
v(t) = 30 + 10t. Escreva a equagao de movimento dessa locomotiva.

Solucao: temos 52
z(t) = /v(t) dt = z(t) = /(30 + 10t) dt = z(t) = 30t + 105 +c=30t+5t* +c,

onde ¢ é uma constante que serd determinada pela condigdo de contorno. Essa condicdo é dada por s(0) = 3 km.
Aplicando essa condi¢do & férmula para a funcdo posicdo, temos

2(0) =3=300+50°4+c=3=>c=3.
Portanto, a equacao de movimento da locomotiva é

z(t) =30t + 5t + 3 .
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O exemplo 1 visto aqui é um caso de movimento retilineo uniforme, enquanto o exemplo 2 é um caso de
movimento retilineo uniformemente variado. Como nos exemplos vistos, é possivel recuperar as equacoes de
movimento a partir das equacoes das velocidades, mediante condi¢ées de contorno apropriadas.

No movimento retilineo uniforme, a equagiao da velocidade é simplesmente uma constante: v(t) = v, v € IR.
A equagao de movimento é dada por

x(t):/v(t)dtﬁx(t):/vdtim(t) =vt+c.

A condi¢ao de contorno é dada pelo conhecimento da posigao do corpo no instante ¢ = 0 (em qualquer unidade).
Se essa posicao é dada por x(, temos

z(0) =z =>v.0+c=20=>c=um .

Ficamos, entao, com a funcio
z(t) = vt + x0 = x(t) = o + vt ,

que é a equacdo de movimento de um corpo em movimento retilineo uniforme.
No caso do movimento retilineo uniformemente variado, a aceleragao é uma constante, isto é, a(t) = a,
a € IR. Como a aceleracao é a derivada da velocidade com relacao o tempo, temos que

v(t):/a(t)dt:>v(t):/dt:>v(t):at+c,

onde ¢ é dado por uma condicdo de contorno apropriada. Considerando que no instante ¢ = 0 a velocidade é
dada por vg, temos, entao,

v(0)=v9=al0+c=v9=>c=1g,
de modo que
v(t) = at + vy = v(t) =vo +at .
A fung ao posicdo pode ser obtida a partir da integracao dessa funcio:
t2 1,
z(t) = [ v(t)dt = z(t) = [ (vo + at) dt = z(t) = vot + ay +c = z(t) = vot + Eat +c.
Aplicando a condigao de contorno z(0) = g, temos
Lo
z(0) ::v0:>v0.0+§a.0 +ec=xz9g=>c=1x .
Portanto, temos para a equagao de movimento
L L
IE(t) = vot + §at +z9 = IE(t) = g + vot + §at s

que é equacao de movimento usada para o movimento retilineo uniformemente variado.

A obtencao da equac ao da velocidade a partir da equacao da aceleracao e da equacao de movimento a
partir da equacao da velocidade por meio de integrais nao estd restrita a esses dois tipos de movimento. A
técnica pode ser aplicada para qualquer tipo de movimento retilineo.

Em Fisica, integrais estdo constantemente acompanhadas de condi¢oes de contorno que determinam os
valores das constantes arbitrarias que as acompanham.



