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5 - Limites e derivadas de combinacoes lineares de
funcoes

5.1 - Combinacées lineares de funcoes.

5.2 - Limites.

5.3 - Derivadas.

5.4 - Derivadas de ordens superiores.

5.5 - Aplicacdo: cinemdtica em uma dimensao.

Neste capitulo, iremos nos concentrar no estudo de limites e derivadas de funcgoes obtidas a partir das
operacoes lineares de fungoes, que sao a soma de duas funcées ou o produto de uma funcdo por um nimero
real. Também introduziremos o conceito de derivadas de ordens superiores. As fungoes que vamos usar neste
capitulo sao somente as funcoes constantes ou de poténcias naturais, vistas no capitulo 3.

5.1 - Combinacoes lineares de funcoes

Nesta secao, introduziremos combinacoes lineares de funcoes, que sao obtidas pela soma de funcoes e pelo
produto de func¢des por niimeros reais. Apesar de mostrarmos os graficos de algmas fungoes assim obtidas,
nossa preocupacao maior serd com os aspectos algébricos destas. No capitulo 9 serdo mostradas técnicas que
utilizam derivadas para auxiliar no desenho dessas fungoes.

a) Soma de fungoes

A soma de duas funcbes é uma funcdo e o dominio desta é dado pela interseccao entre os dominios das
fungoes das quais ela é a soma. Isto é expresso na defini¢ao a seguir.

D1 - Dadas duas fungoes, f(z) e g(x), a soma dessas func¢oes é dada por h(z) = f(z) + g(z) para todo
x € D(f) N D(g).

A seguir, apresentaremos algumas fungdes que sdo somas de outras.

Ex.1: calcule a soma das fungoes f(z) = z e g(z) = 5.
Solugao: h(x) = f(z) + g(z) = z + 2°.

Ex.2: calcule a soma das funcoes f(z) = 1 e g(z) = z2.

Solugao: h(x) = f(z) + g(z) =1+ 2.

A soma de funcoes apresenta as seguintes propriedades:

P1) f(z) + g(z) = g(z) + f(x), z € D(f) N D(g) (comutativa).

P2) f(z) + [g(z) + h(z)] = [f(z) + g(x)] + h(z), = € D(f) N D(g) N D(h) (associativa).

P3) Existe uma fungao o(z) = 0 tal que f(z) + o(z) = f(z) (existéncia do elemento neutro).

P4) Para toda f(z) existe uma fungdo —f(z) tal que f(z)+ [—f(z)] = o(x) = 0 (elemento inverso).
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Algumas fungdes que podem ser obtidas mediante a soma das funcoes ji vistas por nés sdo representadas

graficamente a seguir.

Solucao:

z | f(x)
-2 -1
-1 0
o 1

2
3

1
2

Ex.3: faca o grafico da funcao f(z) =1+ z.

Ex.5: faca o grafico da funcio f(z) = 22 + 3.

Solucao:

L I AC))

-2 —4
-1,5| —1,125
-1 0
—-0,5| 0,125
0 0
0,5| 0,375
1 2
1,5 5,625

2 12

b) Produto de uma fungao por um nimero real

A outra operacao linear com funcoes é o produto de uma funcao por um ntmero real,

Ex.4: faca o grafico da funcio f(z) = z + z°.

Solucao:

z | f(x)
-2 2
-1 0
0] 0

2
6

1
2

Y

Ex.6: faca o grafico da funcio f(z) = z+2?+23.

Solucao:

v f@)
-2 —6
-1,5| —2,625
-1 -1
-0,5| —0.375
0 0
0,5| 0,875
1 3
1,5 7,125

2 14

Y

definido a seguir.

D2 - Dada uma funcdo f(z) e um ntmero k € IR, o produto dessa funcio pelo niimero real k£ é dado por
p(x) = k.f(z), onde x € D(f).

A seguir, apresentaremos algumas fun¢oes que sao obtidas mediante o produto de uma outra funcdo por

um numero real.

Ex.1: calcule o produto da funcdo f(z) = = por k = 3.

Solugéo: p(xz) = 3.f(z) = 3.

Ex.2: calcule o produto da funcio f(z) = z? por k = —2.

Solugdo: p(z) = —2.f(x) = —22°.



Leonidas Sandoval Junior - Cédlculo A - Capitulo 5 - Versao 01/2001 3
O produto de uma funcao por um niimero real apresenta as seguintes propriedades:

P1l) k.f(z) = f(x).k, z € D(f), k € IR (comutativa).

P2) k.[m.f(z)] = (k.m).f(z), z € D(f), k € IR, m € IR (associativa).

P3) Existe um nimero k = 1 tal que k.f(z) = f(z) (existéncia do elemento neutro).

P4) Para toda k € IR, k # 0, existe um nimero 1 € IR tal que 1 [k.f(z)] = f(z) (elemento inverso).

Algumas fungoes que podem ser obtidas mediante o produto das funcoes ja vistas por nimeros reais sao
representadas graficamente a seguir.

— . ) ) L,
Ex.3: faga o gréifico da funcao f(z) = 4x. Ex.4: faca o grifico da fungao f(z) = —°.
Solucéo: y Solucao: y
z | f(z) 5 z | f(z) .
2] -8 -2 4 “2 N 2
1| -4 ! —1| -1 :
o] 1 ’ 0y 0 B
1| 4 2 -1 8
2 8 1 2 _4 -4
x 5
-2 -1 0 1 2
2 —

¢) Combinagoes lineares de fungoes

Podemos utilizar as duas operagoes lineares conjuntamente para gerar outras fun¢des. A isto chama-se fazer
uma combinacao linear entre duas fungoes.

D3 - Uma combinagao linear de duas fungoes f(z) e g(x) é qualquer funcao dada por
h(z) = af(xz) + bf(z), onde a e b sdo constantes reais.

Também pode ser feita a combinacao linear de fungoes resultantes de outras combinacoes lineares de modo a
combinar linearmente diversas fungoes.

D4 - Uma combinagao linear de n fungoes f1(z), fo(x), ..., fo(z) é qualquer funcao do tipo
h(z) = c1f1(z) + cafo(z) + -+ + cpnfn(z), onde ¢, co,. .., ¢, s30 niimeros reais.

Combinacoes lineares de funcdes constantes ou fun¢oes de poténcias naturais (com excecio de f(z) = zY)
resultam nas chamadas func¢ées polinomiais, definidas abaixo.

D5 - Uma funcao polinomial é uma funcio do tipo f(z) = co + c17 + c22% + -+ - + c,z", onde
Cy,Cl,-..,Cp SA0 NUImMeros reais e n é um numero natural diferente de zero.

Ex.1: calcule h(z) = 2f(z) — g(z), onde f(z) =z e g(z) = 23.
Solucgdo: h(zx) = 2.f(x) — 1.g(x) = 2z — 3.
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Ex.2: calcule p(z) = 3f(z) + v2¢(z), onde f(z) = 22 e g(z) = 4.
Solucao: h(z) = 3.f(z) + v2.9(x) = 322 + 4v/2.

As duas operacoes lineares sobre fungoes apresentam a seguinte propriedade mista:
P1) k. [f(z) + g(x)] = k.f(z) + k.g(z), x € D(f) N D(g), k € IR (distributiva).

A seguir, damos alguns exemplos de grificos de funcoes polinomiais.

Ex.3: faca o grafico da funcao f(z) = 22 — 2z. Ex.4: faca o gréfico da fungio
Solucao: f(z) =6 — bz — 222 + 3.
| Y Solucao: Y
z | f(z) 8 >
-2 8 . z | f(z)
-1 3 -2 0
0] 0 ¢ -1] 8
1 -1 5 0 6
2 0 4 1 0
3 3 3 2 —4
4] 8 , 3| 0
4 18
x
2 10 1 /2 3 4 T
1 3 10 2 4
-1
-2
- -3
-4

5.2 - Limites

Agora veremos como ficam os limites de funcoes resultantes de combinagoes lineares de outras fungoes.

a) Limite da soma de duas fungoes

Se considerarmos a soma de duas fungées, h(z) = f(z) + g(z), o limite dessa soma quando z — a serd a
soma dos limites das duas fungoes, isto é, o limite da soma é igual & soma dos limites. Essa regra é expressa
no teorema abaixo, que é demonstrado na Leitura Complementar deste capitulo.

T1 - Dadas duas fungoes f(z) e g(z), temos liin [f(z)+g(z)] = lign f(z)+ lim g(z)

Tr—ra

quando ambos os limites existirem.

Alguns exemplos sao apresentados a seguir.

Ex.1: calcule lim (x + 2?).
T—2

Solugao: lim (z+2%) = lim x4+ lim 22=2422=24+4=6.
T—2 z—2 T—2
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Ex.2: calcule lim (3 + 2?).

z—0
Solugao: lim (3+2%)= lim 3+ lim 23=3+0>=3+0=3.
z—0 z—0 z—0

Ex.3: calcule lim (22 + 2).

T—r00

Solugao: lim (22 +2)= lim 2?2+ lim 2=00>+2=00+2=cc.

b) Limite do produto de uma fung¢do por um niimero real

O limite do produto de uma func¢ao por um ntmero real é dado pelo produto do limite da funcao pelo
ntimero real. Essa regra é expressa no teorema abaixo, que também é demonstrado na Leitura Complementar
deste capitulo.

T2 - Dada uma fun¢ao f(z) e um nimero k € R, temos lim [k.f(z)] =k lim f(z)

Tr—a Tr—a
quando o limite existir.

A seguir, alguns exemplos.

Ex.1: calcule lim (4z?).
T—3

Solugao: lim (4z?) =4 lim 2? = 4.3 = 4.9 = 36.
z—3 z—3

Ex.2: calcule lim (—z%).
Tz——1

5o- i 4y _ i 4_ 4_ _
Solugao: lim (—z%)=-1. lm 2%=-1(-1)=-11=-1.

Ex.3: calcule lim (3z3).
T——00

Solugdo: lim (32°) =3 lim 27 =3.(-c0)® = 3.(~00) = —c0.

¢) Limite de uma combinacgao linear de fungoes

Podemos dizer que o limite da combinagao linear de fungoes é a combinacao linear dos limites, conforme
explicitado no teorema a seguir.

T3 - O limite de uma combinacao linear h(z) = ¢1 f1(z) + cafo(x) + -+ - + ¢p fn(z) quando x — a é dado

por lim h(z) =¢; lim fi(z) + ¢ lim fo(z) +---+¢, lim f,(z) quando os limites existirem.
r—a Tr—a r—a Tr—a

Demonstragao: tomemos uma certa combinacio linear h(z) = ¢ fi(x) + cafo(z) + -+ + cn fn(z) de fungdes
cujos limites sdo definidos em & — a. Temos que

lim h(z) = alcl—)rna [c1f1(z) + cafol(z) + -+ enfn(x)] -

T—ra

Usando o teorema T1, temos que

lim h(@)= lm [efi(@)]+ i [ef@)] 4+ o fe ()] .

T—ra
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Aplicando agora o teorema T2, ficamos com

m h(z) =c Um fi(z) +c im fo(z) +---+cp im fr(z),

0 que prova o teorema.

A seguir, mostramos alguns exemplos com funcdes polinomiais.

Ex.1: calcule lim (2z + 3z2%).

T—2
Solugdo: lim (2¢+3z2) =2 lim z+3 lim 22 =22+322=4+34=4+12=16.
z—2 z—2 z—2

Ex.2: calcule lim (2 — 2 + 423).
T——3

Solugéo: EILIES (2—z+42%) = EILIES 2—-1. zliHjS x+4 113113 23 =2-1(=3)+4(-3)% = 2+3+4(-27) = 5-108 = —103.

Como foi visto nos teoremas T1 e T2 do capitulo 3, lim z" = @™ para qualquer x > aen € IN,n#0, e
r—a

lim ¢ = ¢, onde ¢ é qualquer constante real. Aplicando esta regra ao teorema T3 deste capi tulo, temos que
Tr—a

para qualquer funcao polinomial h(x) vale o seguinte teorema.

T4 - O limite de uma funcio polinomial f(z) = cq + c1z + ca2® + - - - + ¢,z™, n € IN,, quando x — a é

dado por lim f(z) = co+ c1a + coa? + -+ + cpa™, ou seja, lim f(z) = f(a).
T—a r—a

Demonstragao: tomemos uma fungao polinomial f(z) = co+c12+ c22> + - - -+ ¢c,z™. Pelo teorema T3, o limite
desta funcdo quando x — a é dado por

lim f(z)=cy lim 14¢ lim z+4¢ lim 22 +---4¢, lim 27 .
r—a T—ra r—a r—a r—a

Usando o teorema T1 do capitulo 3, segundo o qual ligﬂ " =a", n € IN,, e o teorema T2 do capitulo 3, segundo
x a

oqual lim ¢=c¢, c€ IR, temos que
Tr—ra

lim f(z) =co+c1a+c2a® + - + cpa” = fa) .

rT—ra

Este teorema nos possibilita calcular os limites de fungoes polinomiais de forma direta, como nos exemplos
a seguir.

Ex.3: calcule lim (1 — 3z + 223 — 23).

r—4
Solugao: lim (1—3z+20% —2%) =1-34+242 -4 =1 124216 - 64 = 11+ 32 — 64 = —43.

Ex.4: calcule lim (23 — 325).
Tz——1

Solugao: lm (2% —32%) = (-1)> = 3(-1)°=-1-3(-1) = -1+3=2.

Para calcularmos os limites £ — 0o ou x — —o0, vale a seguinte regra: o limite da fungao serd igual ao
limite da maior poténcia desta. Esta regra é definida no teorema a seguir.

T5 - O limite de uma funcao polinomial f(z) = ¢ + ¢1x + coz? + - -+ + 2", n € IN,, quando z — 00 é

dado por lim ¢,z". O limite desta mesma funcdo quando z — —oc é dado por lim ¢,z".
T—00 S 00

T
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Demonstragao: tomemos uma fun¢ao polinomial f(z) = co+c1z+c222+ -+ -+ ¢ 12" 1 +¢,2". Temos, entdo,

lim f(z) = Hm (co+c1z+caz® + -+ cp12™ '+ cpa”) .

Pondo em evidéncia a poténcia maior, temos

lim f(x): lim mn(c—0+ “ + 2 +“.+Cn,1

T—00 T—00 xn wn—l ZUn_2 €T

+cn) .

Usando oteorema T4 do capitulo 3, podemos separar esse limite no produto de dois outros:

. T n : Co 1 C2 Cn—1
Jm f@)= Jim s Jm (S T e T )
Calculando o segundo limite, ficamos com
. _ . n Co 1 C2 Cn—1 _
Jm f@) = Jimoat (e o e I ) =
. ¢ c c Cn—
= lim a:"-(_0+_1+_2+...+ "1+cn)‘
z—00 o0 0 o

Como para qualquer ¢ € IR,, lim £ =0 (ver observacao abaixo), temos que

Tr—00

lim f(z) = xlgr;o " (04+0+0+--4+0+4+c,) = xh_{rolo cna™ .

T—>00

Para o limite z — —oo, temos o seguinte:

lim f(z) = Hm (co+c1z+caz® + -+ cp12™ '+ cpa”) .

Pondo em evidéncia a poténcia maior, temos

. . . n [ €0 Cc1 Ca Cn—1 _
xgr—noof(x) - zllﬂloom (.’E_" + pn—1 + n—2 +--t + Cn) -
S m o fm (D, O G o
- zggloom IEIEIOO <.’En + pn—1 + n—2 + + +Cn) .
Calculand o segundo limite, ficamos com
. o . n Co C1 Co o Cn—1
zglzloof(m) - zEIEloox [(—OO)" + (_oo)n—l + (_Oo)n—Q + + (—OO) + Cn:|
No caso de n ser par, temos
. . ¢ ¢ c Cn— .
im f(z) = lim z". <—°+—1+—2+---+ n +cn> = lim 2" (04+0+0+ - +0+c,) =
Tr——00 T—>r—00 o0 — 0 o0 —0 T—r—00
— 1 n
- ﬂcllgzloocnle ’
No caso de n ser impar, ficamos com
. . c c c Cn— .
im f(z) = lm z". <—°+—1+—2+---+ n-l +cn> = lim 2" (04+0+0+--+0+c,) =
Tr——0Q0 Tr— —0Q0 —0 o0 —0 o0 T—r—00
— - n
- acgr—noocnle ’
. o n . y
Portanto, IBIEIOO flz) = zg@mcnx , resultado que independente de n ser par ou impar.

Obs.: para demonstrarmos o teorema acima, assumimos como verdadeiro que, para qualquer ¢ € IR, temos
lim £ = 0. Isto serd deduzido intuitivamente no capitulo 11 e demonstrado na Leitura Complementar daquele

T—r00
capitulo.

O teorema T5 é usado nos exemplos seguintes.
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Ex.5: calcule lim (222 + 4z —8).

T—0
Solucdo: lim (2z% +4r—8) = lim 222 =2 lim 2 =2.00 = .

Ex.6: calcule lim (1 +z + 3z% — 223).

T—0
Solucao: lim (1424322 —22%) = lim (-22%) = -2 lim 2% = —2.00 = —o0.

Ex.7: calcule lim (322 — 4x).

T—r—00

Solugao: lim (322 —4x) = lim 322 =3 lim 2? = 2.(-oc)? = 3.00 = 0.

5.3 - Derivadas

Agora estudaremos as regras para a derivacao de fungoes resultantes de combinagoes lineares de outras
funcoes.

a) Derivada da soma de duas fungées

Se considerarmos a soma de duas funcgoes, h(z) = f(z) + g(z), a derivada dessa soma serd a soma das
derivadas das duas funcdes, isto é, a derivada da soma é igual & soma das derivadas. Essa regra é expressa no
teorema abaixo.

T6 - Dadas duas funcoes f(z) e g(z), temos di [f(z) +g(z)] =
x

Em termos da notacao de Newton,

(f +9) (=) =f'(z) +g'(z) .

Demonstragao: usando a defini¢do de derivada, temos

L (5s) +gfe)] = g Y2+ 80 bola+ Aa)) - [(@) +9(o)] _
_ iy J@FAD Feet ) — @) —9(@) _ Vet A — J@] T gt Az) —g(@)] _
- Aas0 Az T Az—0 Az =
— im L@ A2 = f(2) | gla+ Az) — g(o)

Az—0 Ax Az

De acordo com o teorema T1 para o limite da soma de duas funcdes, isto significa

Alguns exemplos sao apresentados a seguir.

Ex.1: calcule a derivada da funcio f(z) = = + z2.

Solugdo: @) — d(p 4 42) = de % =1+ 2z
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Ex.2: calcule a derivada da funcio g(z) = 3 + z°.

Solucdo: di(f) =L3+2%) =84 % =0+ 322 = 322

Essas derivadas podem ser feitas de forma mais direta, como no exemplo seguinte (onde usamos a notacao
de Newton).

Ex.3: calcule a derivada da funcio h(z) = 2 + 22 + z*.

Solugdo: N (z) =0+ 2z + 42 = 2z + 4z°.

b) Derivada do produto de uma fung¢ao por um niimero real

A derivada do produto de uma funcao por um ntmero real é dada pelo produto da derivada da funcao pelo
nimero real. Essa regra é expressa no teorema abaixo.

T7 - Dada uma funcdo f(z) e um ntmero k € IR, temos di k.f ()] = kdfd(:v) ‘
x x

Em notacao de Newton,

[k-f ()] = kf'(2) .

Demonstragao: usando a defini¢do de derivada, temos

kf@) = lim R@FAD) ZkS@) o, ket ) - f@)]

d
% [ Az—0 Az N Az

De acordo com o teorema T2 para o limite do produto de uma funcao por um nimero real, isto significa

d _ o fle+Az) — f(z) _ df(z)
dz [k-f ()] = kAI;cIEU Az =k dr

A seguir, temos alguns exemplos.

Ex.1: calcule a derivada da funcio f(z) = 422.

Solugao: dfi(;) =4 (42%) = 4dd—z:4.2x = 8.

Ex.2: calcule a derivada da fungao g(z) = —3z3.

Solucdo: di(f) =4 (-32%) = —3‘2—”;3 = —3.322 = —922.

O proximo exemplo utiliza a notacado de Newton.

Ex.3: calcule a derivada da funcio h(z) = 22*.

Solugao: h'(z) = 2.42° = 8.

c) Derivada de uma combinacgao linear de fungoes

A derivada da combinacao linear de funcgoes é a combinacao linear das derivadas destas, conforme explicitado
no teorema a seguir.
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T8 - A derivada de uma combinacao linear h(xz) = ¢1 f1(z) + cafo(x) + - - + ¢, fn(z) é dada por
¢ p
%(II) = cllﬂlli—f) + CQWZ—‘,(I;E) 4+ 4 cn'#Z—f) para qualquer x € I, onde I é um intervalo onde todas

as funcoes componentes tém derivadas.

Demonstragao: tomemos uma certa combinacio linear h(z) = ¢ fi(x) + cafo(z) + -+ + cn fn(z) de fungdes
cujas derivadas sejam definidas em um certo intervalo I. Temos que
dh(x)
dx

d
= [crfi(x) +eafo(z) + -+ cnfn(a)] .
Usando o teorema T6, temos que

dh(x)
dx

d d d
= lafi@)+ —lefo@)]+- -+ —lenfa(@)] -
Aplicando agora o teorema T7, ficamos com

dh(z) " dfi(x) b df2(x) o dfn(x)

dz dz dz “ae

0 que prova o teorema.

A seguir, mostramos alguns exemplos com derivadas de fungoes polinomiais.

Ex.1: calcule a derivada da funcio f(z) = 2z + 322

Solugdo: L2l — 4 (94 4 357) = 242 | 3d2° — 91 4 395 = 2 4 6a.

Ex.2: calcule a derivada da funcio g(z) = 3 — 22 + 2z%.

Solugao: d"[’i(;) =L3-2?+22%) =8 — % + 2‘2—“;4 =0—2z+24z% = -2z + 823,

Podemos fazer essas derivadas de forma mais direta, como nos exemplos a seguir.

Ex.3: calcule a derivada da funcao h(z) = 2 + 3z — 522,
Solucdo: h'(z) =0+ 3.1 —5.20 =3 — 10z.

Ex.4: calcule a derivada da funcao m(z) = 2% — 3z.

Solugdo: m'(z) = 32% — 3.1 = 322 — 3.

Ex.5: calcule a derivada da funcao n(z) = 225 + 423 — 2z + 1.
Solugao: n'(z) = 2.52* + 4.3z — 2.1+ 0 = 10z* + 122 — 2.

5.4 - Derivadas de ordens superiores

Como ja foi dito antes, a derivada de uma funcao também é ma funcdo e portanto pode ser derivada.
Chamamos a derivada de uma derivada de derivada de ordem 2 ou derivada segunda. Ela é definida como

Pf(x) _ d df(z)
dz?2  dz dz
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2
onde & dj;(f ) ¢ o simbolo usado para indicd-la na notacao de Leibniz. Em termos da notacao de Newton,

€screvemaos

f'(z) = [f(x)]" -

- ~ o, d*f(x
Note que a relacao entre as duas notagoes é dJ;(Q) = f"(x).
E interessante notar que, para calcular a derivada segunda de uma funcao, é necessario calcular antes a sua
derivada primeira. Isto é ilustrado nos préximos exemplos.

Ex.1: calcule a derivada segunda da funcao f(z) = 2.

Solugao: primeiro, calculamos a derivada da funcdo: f'(z) = 2z.

Agora, calculamos a derivada segunda: f"(z) =2.1= f"(z) = 2.

Ex.2: calcule a derivada segunda da funcdo f(z) = 5.

Solugao: f'(z) = 5z*,

F'(@) = 5.42° = f"(z) = 202°.

Ex.3: calcule a derivada segunda da funcao f(z) = 3 + 2z — 2°.
Solucgdo: f'(x) =0+ 2.1 — 322 =2 — 322,
f'"(z) =0-3.2z = f"(z) = —6z.

Ex.4: calcule a derivada segunda da funcao f(z) = z? — 42°.
Solucgdo: f'(x) = 2z — 4.52* = 2z — 20x*,
f'(z) =2.1-20423 = f"(z) = 2 — 8023,

Do mesmo modo, a derivada segunda de uma funcao também é uma funcao e pode ser derivada. Fazendo
isto, obtemos a derivada de ordem 3 ou derivada terceira, definida por

Pf(x)  d &f(x)
dz3  dx dz?

na notacao de Leibniz ou

(@) = [f"(@)]’

na notacao de Newton.

Ex.5: calcule a derivada segunda da funcio f(z) = 3 + 22 — 3z*.
Solucgao: f'(x) =0+ 2z — 3.423 = 22 — 1223,

f'(z) =2.1-12.32> = f'(z) = 2 — 2622,

f"(x) =0—-16.22 == f"'(x) = —32z.

De modo semelhante, podemos definir derivadas de ordens cada vez maiores. A derivada de ordem n ou
derivada enésima de ma funcio é definida como

d'f(z)  d d"'f(z)
dz"  dz dazn—!

na notacao de Leibniz ou

!

F () = [0 D (@)
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na notacdo de Newton. Note que a notacdo de Newton muda para derivadas de ordens maiores que trés. O
motivo é a inconveniéncia de escrever a notacao anterior quando o nimero de linhas se torna muito grande. A
seguir, veremos alguns exemplos de derivadas de diversas ordens.

Ex.6: calcule a derivada de quarta ordem da funcao f(z) = z*.

Solugao: f'(z) = 423,
f(z) = 4.32% = f"(x) = 1222,
" (x) =122z == f"(z) = 24z,
fW(z) =241= fW(z) = 24.

Ex.7: calcule a derivada de sétima ordem da funcio f(z) = 3 — 2z + 22 + 42 — 225,
Solugao: f'(z) = 423,

f'(x) =0—21+2z+4.322 — 2.52% = f'(z) = -2+ 2z + 1222 — 10z*,

" (x) =04 2.1 +12.22 — 10.42% == f"'(z) = 2 + 24z — 4023,

f@(2) =0+24.1 - 40.32° = fY(z) = 24 — 12022,
fO)(z) =0—-120.2¢ = fO)(z) = —240z,

FO () = —240.1 = £ (z) = —240,

fD(z) =

E importante frisar que nem sempre uma funcao que tem derivada primeira terd uma derivada segunda ou
outra derivada de ordem superior. Exemplos de casos em que isto acontece serdo dados em capitulos vindouros.

5.5 - Aplicagao: cinematica em uma dimensao

Para ilustrar o uso dederivadas primeira e segunda de polindmios vamos estudar brevemente o caso de
movimento retilineo. Como foi visto no capitulo 3 (secdo 3.6), trata-se do movimento de um corpo em linha
reta. Como a reta s tem uma dimensao também chamamos a esse moviment de unidimensional. Existem
diversos tipo de movimento que um corpo pode fazer sobre uma reta, mas aqui nés iremos nos preocupar com
apenas dois deles: os chamados movimento retilineo uniforme (MRU) e movimento retilineo uniformemente
variado (MRUV). Ambos foram visto em formas bastante simplificadas no capitulo 3. Nossa evoluc¢ao no estudo
das derivadas nos permite agora estuda-los de forma completa.

Consideremos primeiro uma particula (um corpo muito pequeno) que se move em linha reta de modo a
percorrer sempre o mesmo comprimento de espaco no mesmo intervalo de tempo, como indicado na figura
abaixo.

A figura mostra o que poderiam ser fotografias da posicao da particula tiradas a intervalos regulares de
tempo. Superposta a esta foto temos uma reta com uma escala onde marcamos o ponto zg como sendo a posicao
do corpo no instante ¢ = 0 (em qualquer unidade de tempo que decidamos usar). Se fizermos um grifico dessas
posicoes e assumirmos um comportamento continuo e uniforme do movimento, obtemos o seguinte.
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O gréfico deste movimento é um reta dada pela equacao

T =x9+ mt,

onde m mede a inclinagao (coeficiente angular) desta. Esta

é chamada de equacao de movimento da particula, ou

fun¢ao posicao. Tendo conhecimento dos valores desta Zo
férmula podemos determinar a posicao da particula a qual- /
quer instante de tempo, contanto que esta continue a exe- / 0 ¢
cutar o mesmo tipo de movimento.

A velocidade desta particula é definida como sendo a derivada da funcao posicao com relagao ao tempo:

_dzx

’U—E.

Aplicando esta derivada & funga obtida acima (e lembrando que 2y e m sao constantes), obtemos

d
v:£($g+mt):>v:0+m.1:>fu:m.
Portanto, o coeficiente angular m é a prépria velocidade da particula, que é constante. Sabendo disto, podemos
escrever a equacao de movimento como

T =x9+ v,

que é a forma conhecida em Fisica para o movimento retilineo uniforme.
Podemos definir uma nova grandeza, chamada aceleracao, como sendo a variacdo da velocidade em intervalos
infinitesimais de tempo, ou seja, como sendo a derivada da velocidade com relag ao ao tempo:

_dv

a—a.

Como a velocidade é a derivada da posicdo cm relagao ao tempo, a aceleracao pode também ser definida como
sendo a derivada segunda da posi¢ao com relagao ao tempo:

Az

a=—.
dt?

Aplicando esta definicao & equacdo de movimento do movimento retilineo uniforme, obtemos

dz Az dv

— =9 —_— — =
dt Todt? dt ’
pois v é constante. Portanto, temos que a = 0, o que é condizente com o movimento estudado.
Vamos agora considerar uma particula movendo-se em linha reta da forma descrita pela figura abaixo, onde
os pontos podem ser interpretados como fotografias tiradas a intervalos regulares de tempo. O ponto zg da
escala superposta a figura indica a posicao da parti cula no instante ¢t = 0.

Se fizermos um gifico deste movimento podemos obter uma curva do tipo representado a seguir.
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O grafico deste movimento é um segmento de parabola,
dado pela equacao

T = zo 4+ mt +nt?

onde m e n sao constantes e £ > 0. Esta é a de equacao
de movimento da particula, ou funcao posicao, que esta
em movimento retilineo uniformetmente variado. Também
neste caso, tendo conhecimento dos valores desta férmula
podemos determinar a posi¢ao da particula a qualquer ins-
tante de tempo, contanto que esta continue a executar o
mesmo tipo de movimento. Zo

Vamos agora calcular a velocidade da particula. Usando a defini¢ao de velocidade, temos

_dm

d
= zo +mt+nt?) = v=0+m.1+2nt =v=m+2nt .

:%(

v =0

Podemos ver da equacao da velocidade que esta agora é varidvel. Digamos que no instante ¢ = 0 a particula
esava a uma velocidade vg. Isto sgnifica que

vg=v(0) = v9g=m+2n.0=v9y=m.

Portanto, podemos ver que o significado fisico da constante m na equagdo de movimento é da velocidade da
parti cula no instante ¢ = 0. Podemos escrevé-la agora como

T :x0+vgt+nt2 ,
enquanto a func¢ao velocidade fica
v =g+ 2nt .

Derivando a funcao velocidade obtemos a aceleracdo. Fazendo isto, obtemos

dv
a=—=>a=0+2n1=a=2n,
dt
o que indica que a aceleragao é constante. O significado fisico da constante n na equagao de movimento é de

metade da aceleracdo. Substituindo essa constante nas equacgoes de movimento e da velocidade, obtemos

1
$:x0+'uot+§at2 , v=wvy+at.
que sao as equagoes do movimento retilineo uniformemente variado.
O que aprendemos aqui é aplicado no exemplo a seguir.

Ex.1: uma particula em movimento retilineo uniformemente variado tem a equacao de movimento dada por
x = 24 4t + 12, onde z é deslocamento medido em metros e ¢ é o tempo medido em segundos. Escreva a

equacao que descreve a sua velocidade e determine a sua aceleragao.
Solugao: temos que
dz d 9
V= =0 = £(2+4t+t )=>v=04+41+2t=>v=4+2t,

o que determina a funcao velocidade. A aceleracao é determinada por

& d d
T sa=Y (44+2t)=>a=0+21=a=2.

6=—=>0a=—=>a= —
dt? dt dt

Nas unidades que estdo sendo usadas, temos que a = 2 m/s>.
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Vale lembrar que as definicdes de veocidade e aceleracao como sendo as derivadas primeira e segunda da
equa¢ ao de movimento nao estao restritas aos dois tipos de movimento descritos aqui, podendo ser aplicadas
a corpos que nao tém aceleracdo constante, como o descrito pelo exemplo a seguir.

Ex.2: escreva as equagoes que descrevem a velocidade e a aceleracao de uma particula cuja equagao de

movimento é dada por z = 3 — 2t + 4¢3, onde z é a posicio da particula medida em ¢m e t é o tempo medido
em s.

Solucdo: temos

d d
v:d—j:>v:E(3—2t+4t3):>v:0—2.1+4.3t2:>v:—2+12t2
e
d’z dv d 9

Com isto encerramos este capitulo.



