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4 - Derivadas

4.1 - Derivada e velocidade.

4.2 - Derivada e tangente.

4.3 - Definicao.

4.4 - Aplicacoes: velocidade e reta tangente a uma curva.

A derivada é uma das pecas fundamentais do Célculo Diferencial e Integral e é utilizada em um enorme
nimero de aplicacoes em diversas dreas. A idéia de derivada surgiu pela primeira vez nos estudos do inglés
Isaac Newton (1.642-1.727) sobre corpos em movimento e do alemao Gottfried Wilhelm Leibniz (1.646-1.717),
sobre retas tangentes a curvas. Iniciaremos nossos estudos sobre a derivada enfocando esses dois assuntos.

4.1 - Derivada e velocidade

A velocidade é uma medida da variacao da posicao de um corpo em relacao ao tempo. Por exemplo, um
objeto parado tem velocidade nula, pois sua posicao nao varia com o tempo. A velocidade média de um corpo
pode ser definida como sendo a variacao do deslocamento em um certo intervalo de tempo. Mais precisamente,
podemos escrevé-la como

Az
U = Ap

onde Az é a variacao na posicao que ocorre em um intervalo At de tempo.

Ex.1: um carro estd a 15 m de sua origem no instante t = 10 s e a 60 m da origem no instante t = 30 s.
Qual a velocidade média do carro entre esses dois instantes?

Solugao: temos que, no instante t; = 10 s, o carro estava em x; = 15 m. No instante {2 = 30 s, ele estava em
z9 = 60 m. Portanto,

Arz =20 —21=60m —-15m=45m, At=1ty—1t; =30s—10s =20 s.
A velocidade média entre esses dois instantes de tempo é, entdo, dada por

%_45m
At 20s

Um =

=22,5m/s.

Ex.2: um trem parte da estagao central de uma cidade as 15 : 30 h e chega a estacao de outra cidade que
estd situada a 240 km dali as 17 : 30 h. Qual a velocidade média do trem entre essas duas estagoes?

Solugao: temos que, no instante ¢; = 15 : 30 h, o trem estava em x1 = 0 km. No instante t5 = 17 : 30 h, ele estava
em x5 = 240 km. Portanto,

Ar =29 —21 =240 km — 0 km =240 km, At=1t3—1t; =17:30h—-15:30h =2:00 h.
A velocidade média entre esses dois instantes de tempo é, entdo, dada por

_&_240km
Um = AE T 200k

=100 km/h.
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Outra forma de escrevermos a velocidade média pode ser obtida se considerarmos que em um certo instante
t o corpo estd na posigao z(t). Entao, apés um intervalo At, o corpo estard no instante ¢ + At e na posigao
z(t + At):

0 2(t)  a(t+ Ab)
I } } S
[ ] [ ] [ ]

t=20 t t+ At

Portanto, o deslocamento Az é dado pela diferenca entre a posicao no instante ¢t + At e a posi¢ao no instante
t:

Az = z(t + At) — z(1).

A expressao para a velocidade média fica, entao,

_x(t+ At) — (1)
VU = Ar :

Vamos, agora, aplicar esta expressao aos dois exemplos dados na secao 3.6 do capitulo anterior.

Ex.3: calcule as velocidades médias do homem do exemplo 1 da secao 3.6 do capitulo 3 entre os instantes
t=0s et = 1s e entre os instantes t = 1s e t = 2s.

Solugao: para resolvermos este problema, calculamos as posi¢oes do homem nos dois intervalos de tempo utilizando
a funcdo z(t) = ¢ obtida no capitulo anterior.

Entre os instantes ¢t = 0s e t = 1s, temos: Entre os instantes t = 1s e t = 2s, temos:
At =1s —0s = 1s. At =2s —1s = 1s.
A velocidade média fica A velocidade média fica
z(t+ At) —z(t) x(1) — z(0) z(t+ At) —z(t)  2(2) —z(1)
Um = = = Vm = = =
At 1s At 1s
Im—-0m 1m 2m —1m 1m
Portanto, a velocidade média entre t =0s et = 1s é Portanto, a velocidade média entre t = 1s e t = 2s
de 1m/s. também é de 1m/s.
(t) (m) z(t) (m)
2 2
| IA:E
1 1 _____:
' t (s) t (s)
-1 1 2 -1 1 2
At
-1 -1

Se fizermos o mesmo calculo entre quaisquer dois instantes de tempo, veremos que a velocidade média continua
sendo v,, = 1m/s. Dizemos, neste caso, que a velocidade do movimento é constante, o que significa que ela é a
mesma em qualquer instante de tempo.

Ex.4: calcule as velocidades médias do automével do exemplo 2 da secao 3.6 do capitulo 3 entre os instantes
t=0s et = 1s e entre os instantes t = 1s e t = 2s.

Solucido: para resolvermos este problema, calculamos as posi¢des do automével nos dois intervalos de tempo uti-
lizando a func¢do z(t) = t? obtida no capitulo anterior.
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Entre os instantes ¢ = 0s e t = 1s, temos:
At =1s —0s = 1s.

A velocidade média fica

o z(t+ At) —2(t)  x(1) —x(0)
mo At B 1s -
_ 12m—02m:1m—0m:1m/8
1s 1s

Portanto, a velocidade média entre t =0s e t = 1s é
de 1m/s.
(t) (m)

1
i -era:
1

At

Nos dois exemplos anteriores, estudamos as velocidades médias relativas a diversos intervalos de tempo.
No exemplo 1, faz sentido dizermos que a velocidade do objeto (o homem) é de 1m/s em qualquer instante
de tempo. Por exemplo, podemos dizer que a velocidade no instante ¢ = 3s é v = 1m/s. A velocidade em
t = 5s também é v = 1m/s. Isto é o que chamamos velocidade instantanea, ou simplesmente velocidade. J&
no exemplo 2, nao podemos indicar uma sé velocidade para todo o movimento, pois ela varia com o tempo.
No exemplo seguinte, veremos como fazer para calcular uma velocidade instantanea no caso de movimentos em

Entre os instantes ¢t = 1s e t = 2s, temos:
At =25 —1s = 1s.

A velocidade média fica

o z(t+ At) —2(t)  x(2) —x(1)
mo At B 1s -
_ 22m—12m:4m—1m:3_m:3m/s
1s 1s 1s

Portanto, a velocidade média entre t = 1s e t = 2s é

a(t) (m)

de 3m/s.

Az

Como pudemos ver, a velocidade média entre os instante ¢ = 1s e t = 2s é maior que a velocidade média entre os
instantes ¢t = Os e t = 1s. Isso é porque a velocidade, neste movimento, aumenta gradativamente.

que a velocidade média varia de acordo com os intervalos de tempo tomados.

ele estard naquele exato instante.

Ex.5: calcule a velocidade do automével do exemplo 2 no instante ¢ = 1s.

Solucio: agora, queremos calcular a velocidade instantdnea do automovel em ¢t = 1s, isto é, a velocidade com que

(t) (m)

Para fazermos isso, podemos tentar resolver o problema por meio de
aproximagoes sucessivas, calculando primeiro a velocidade média do au-
tomovel entre os instantes ¢ = 1s e t = 2s e ir diminuindo gradativamente
o intervalo At de tempo. Como vimos no exemplo anterior, a velocidade
média entre t = 1s e t = 2s (com At = 1s) é de v, = 3m/s:

o o(t+ At) —2(t)  x(2) —=x(1)
"o At o 1s -
22m—1°m _ 4m—1m _ 3m

T TR T

_———=d =

Az
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Considerando um intervalo de tempo menor, det = 1s at = 1, 5s, temos:
At =1,55 —1s = 0, 5s.
A velocidade média fica
z(t+ At) —x(t)  2(1,5) —=2(1)  1,5*m —1*m

Um = At T 0,55 0.5s
2,25m —1m 1,25m
= ’ =2 =2 .
1s 0,5s om/s

Tomando um intervalo de tempo ainda menor, de t = 1s a t = 1,25s,
temos: At = 1,255 — 1s = 0, 25s.
A velocidade média fica

S z(t+ At) —z(t)  x(1,25) —z(1) _ 1,25*m—1*m _ -1 115 2
"o At N 0,25s N 0,25s N .
1,5625m — 1m0, 5625m )
= = == =22 .
0,255 0,255 25m/s

Diminuindo At ainda mais, entre t = 1s e t = 1, 1s, temos:
At =1,1s — 1s = 0, 1s,

_oz(L,)—z(1)  1,1’m—-1*m _ 1,2lm—1m

Um =

0,1s N 0,1s N 0,1s N 4
0,21m
= ? = 2 1 -
0,1s Am/s

Tomando At = 0,01s, entre t = 1s e t = 1,01s, temos:

2

x(1,01) —=(1)  1,01?m —1*m

1,5625

Um = 0,015 0,0ls 1 AN
L,020tm — 1m _ 0,0201m _, o\
0,0ls _ 0,0ls ‘ > At
t(s)
Para At = 0,001s, entre t = 1s e t = 1,001s, temos: -1 11,25 2
o z(1,001) —z(1) _ 1,001*m — 1*m _ .
"o 0,001s N 0,001s N
1,002001m — 1m  0,002001m

= 2 == = 2,001m/s.
0,001s 0,001s ,001m /s

Como podemos ver, conforme vamos fazendo At mais préximo a Os a velocidade vai se aproximando de v = 2m/s.
Podemos induzir que, quando At — 0, a velocidade v tende a 2m/s.

Do exemplo anterior, podemos considerar que a velocidade instantdnea de um corpo em um dado instante
t serd a velocidade média quando tomamos o intervalo At — 0, isto é,

o ox(t+ At) — z(t
”“):A;ﬂ]( Ai 9.

Esta é a férmula para a velocidade instantanea. Note que a velocidade é uma funcao do tempo, da mesma
forma que o deslocamento.

Isaac Newton (1643-1727): Newton foi um dos maiores génios da humanidade. Nasceu na pequena cidade de
Woolsthorpe, na Inglaterra, e estudou na Universidade de Cambridge, tornando-se depois professor nessa mesma
universidade. Ele era fisico, matematico, astronomo e alquimista, tendo contribuido significativamente para todos
esses campos. Ele foi o criador da mecanica racional e da lei da gravitacdo universal. Foi um dos criadores do C&l-
culo Diferencial e Integral, juntamente com Leibniz. Desenvolveu varios trabalhos em dptica, tendo revolucionado
essa drea da fisica. Também foi dele a invencao do telescépio refrator, que é usado em observatérios do mundo in-
teiro. Newton também exerceu importantes cargos publicos e foi sagrado sir (cavalheiro) pela rainha da Inglater-
ra na época. Morreu como uma celebridade em seu pais, embora ja estivesse mostrando varios sinais de selenida-
de e loucura.
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4.2 - Derivada e tangente

Um outro caso em que a derivada aparece é quando se estuda uma reta que é tangente a uma curva em
um dado ponto desta. Uma reta tangente a uma curva em um determinado ponto é uma reta que passa por
aquele ponto de tal forma que, caso a curva fosse aproximada localmente por uma circunferéncia, esta reta
seria perpendicular a uma reta que passasse pelo centro da circunferéncia e pelo ponto em questao. Exemplos
de retas tangentes sao dados nas figuras a seguir.

Y Y
P

Uma forma de obter a reta tangente é por meio de aproximacgoes sucessivas. Se quizermos determinar a reta
tangente a uma curva dada por uma fungdo f(z) em um ponto onde as coordenadas sio (z, f(z)), podemos
fazé-lo tomando a reta que liga este ponto ao ponto de coordenadas (x + Az, f(z + Az)), como mostrado na
figura abaixo. Com esta reta, podemos montar um tridngulo retidngulo onde os catetos sao Af e Az, onde

Az =(z+Az)—z e Af = f(z+ Az) — f(x).

Af

Ax

X

T T+ Az
O angulo 6 da a inclinacao desta reta com relagdo ao eixo z. A tangente desse angulo é dada por

Af  flo+An) — f()
Az Az '

tg 0 =

Se formos diminuindo o valor do intervalo Az, obteremos aproximacgoes cada vez melhores para a tangente:

) )

flz+A) 1 ____
f(@) -

x T
T T+ Az T z+ Az z+ Az
No limite quando Az — 0, a aproximagao fica perfeita. A tangente do angulo 0, que da a inclinacao da reta

x

x

R4 ----
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tangente a curva, fica, entao,

A fz 4 Az) — f(x)
tga_AlggoA—x_Alggo Az '

Para o limite quando Az — 0, Leibniz usou a seguinte notacao:

Af df

im =
A0 Az dx’

indicando que o deslocamento dz e a diferenca df sao infinitesimais. Podemos, entao, escrever

d o fetAw) = @)

dr  Az—0 Az

Chamamos % de derivada de f(x) com relagao a x e a expressao acima é a sua definigao. A notagao % é

a notacao que foi usada por Leibniz. A notac¢ao usada por Newton era f(x) para indicar a derivada de f(z)
com relacao a z. Embora ainda seja usada em Mecénica, a notagio atual mais comumente usada é f'(z), de

modo que

fI(ZE) — % e fl(.’li) — lim f($+ A:E) - f(fv)

o Az—0 Ax

As duas notagoes sao utilizadas hoje e 0 aluno de Calculo tem que se familiarizar com ambas. Neste texto,

usaremos uma ou outra notagdo, conforme for conveniente.
Agora, vamos estudar dois exemplos so cdlculo do angulo de inclinacao de uma reta tangente a uma curva.

Ex.1: calcule o angulo de inclinacio da reta tangente & curva y = z? no ponto z = 1.

Solucdo: o célculo pode ser feito mediante aproximagcdes sucessivas. Para isto, vamos considerar a fun¢do f(z) = z*

e escolher alguns intervalos Az cada vez mais préximos a zero. Tomando, primeiro, Az = 1, temos

tg 6 = Az -

Temos, entao, que a tangente do angulo é igual a 3. Portanto, o angulo é o arco cuja tangente é 3, ou seja,

flz + Az) — f(x) f(1+1i_f(1) :f(2)_f(1):22_12:4_1:3_

tg 8 =3 = 6 = arctg 3.
Esta é a resposta exata. Se quisermos calcular um valor aproximado para o angulo, podemos fazé-lo, obtendo
0~ 71,56°.
Em uma segunda aproximacdo, podemos tomar Az = 0,5, de modo que obtemos

g f@HAD —f@)  f1+0.5) - fO) _ fL5)-f1) _LF -1 225-1_12
87= Az - 0.5 - 0.5 ~ 705 05 05 7

Temos, entdo, tg 8 = 2,5 = 0 = arctg 2,5 = 6 ~ 68, 20°.
Aproximando ainda mais, tomamos Az = 0,1, de modo que

flz+Az)— f(z)  f1+0,1)—f(1)  fA,1)—-f1) 1,12-1> 121-1 0,21 _ 94

tg 0= Az - 0,1 - 0,1 -~ 01 01 01 °

Temos, entdo, tg 8 = 2,1 = 0 = arctg 2,1 = 0 =~ 64, 54°.
Em outra aproximagdo, tomamos Az = 0,01, obtendo

g Tt An) — @) _ fL40,00) ~ f(1) _ f(LOL)~f(1) _ 1,017 ~1* 1.0201-1 _0,0201 _, .
&7 = Az B 0,01 B 0,01 - 0,01 00 001 7

Temos, entdo, tg 8 = 2,01 = 6 = arctg 2,01 = 0 =~ 63, 55°.
Tomando, agora, Az = 0,001, temos

flz+Az) — f(z) _ f(140,001) — f(1) _ f(1,001) — f(1) 1,001 -1>  1.002001 —1 _
Az N 0,001 N 0,001 -~ 0,001 0,001
0,002001

= =7 — 92 001.
0,001 ’

tgd =
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Temos, entdo, tg 8 = 2,001 = § = arctg 2,001 = 6 ~ 63, 45°.
Como tltima aproximacgdo, tomamos Az = 0, 0001, obtendo

g = f(z+Az) — f(z) _ f(140,0001) — f(1) _ f(1,0001) — f(1) _ 1,00012—12  1.00020001—1
&Y = Az N 0,0001 N 0,0001 ~0,0001 0,0001 -

0,00020001
= 2 9 0001
0, 0001 > 000

Temos, entdo, tg § = 2,0001 = 0 = arctg 2,0001 = 0 ~ 63,44°.

Aproximacbes subseqiientes podem resultar em valores cada vez mais exatos. Podemos perceber de nossas
aproximacoes que a tangente do angulo 6 aproxima-se cada vez mais do valor tg § = 2, de modo que temos
0 = arctg 2 = 6 = 63,435°. Os gréficos abaixo ilustram as trés primeiras aproximacoes.

Y Y Y

1,21 / ¥

2

Ex.2: calcule o dngulo de inclinacao da reta tangente a curva y = z° no ponto = = 2.

Solugdo: novamente, o cdlculo pode ser feito mediante aproximagcdes sucessivas. Escolhendo primeiro Az = 1,
temos

tg 8 =5=6=arctg 5 = 0 ~ 78,69°.

Para Ax = 0,5, temos

flz+Az)— f(z)  f(2+0,5)— f(2)  f(2,5)—f(2) 2,52 -2 6,25—-4 2,25

tg 6 = - - - - - — 4,5,
& Az 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 7
tg 0 =4,5= 0 =arctg 4,5 = 0 ~ 77,47°.
Para Az = 0,1,
g J@HAD —J@) _ fRH0D-FQ) _ fRU-F2) 2122 441-4 041 _
&Y= Az - 0,1 - 0,1 -~ 01 01 01 ¢
tg 8§ =4,1= 60 =arctg 4,1 = 0 ~ 76,29°.
Para Az = 0,01,
o J AR @) f2H0.0) - f(2) [0~ f@) 2,022
§Y= Az - 0,01 - 0,01 T 001
40401 —4  0,0401
= o = oor = 40!

tg § = 4,01 = 0 = arctg 4,01 = 6 ~ 76,00°.
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Para Az = 0,001,
flx+ Az) — f(x) _ f(240,001) — f(2) _ f(2,001) — f(2) _ 2,0012 — 22 _

t8 0= A 0,001 0,001 0,001
4.004001 — 4 0,004001
= o000~ oo b00L

tg 8 = 4,001 = 6§ = arctg 4,001 = 6 ~ 75,97°.

Podemos ver que o valor da tangente tende a tg 8§ = 4, de modo que o angulo tende a 6§ = arctg 4 = 6 ~ 75,96°.
As trés primeiras aproximacoes sao ilustradas abaixo.

Y Y Y

/! JiAf
4 4 /3 4 [/]
i e S

3 3 Az 3 Az

2 2 2

1 1 1

xT xr xr

1 1 2 3 4 1 2 3 4 1 1 2 3 4

Gottfried Wilhelm Leibniz (1643-1727): matemadtico, filésofo, fisico e estudioso das leis alemao. Nasceu em
Leipzig e estudou na famosa universidade de mesmo nome. Junto com Newton, foi o criador do Calculo Diferen-
cial e Integral. Também foi responsavel por boa parte da notacao matemdtica usada até hoje. Além disso, foi
um grande filésofo, tendo tecido uma visao de um universo baseado em principios fundamentais e racionais, sem
rejeitar as concepgoes cristas. Sua conviccao que tudo podia ser demonstrado racionalmente quando utilizada u-
ma notac¢ao coveniente levou-o a organizar varias expressées matematicas em termos de simbolos. Leibniz sofreu
revezes com a rivalidade entre ele e Newton devida a controvérsia sobre quem teria sido o criador do Calculo

Diferencial e Integral.

4.3 - Definicao

Vamos, agora, estudar a definicao da derivada de uma funcgao. Utilizaremos essa definicdo no calculo das
derivadas das funcoes estudadas no capitulo 3. Abaixo, escrevemos a definicdo formal de derivada.

D1 - Dada uma fun¢ao f(z) com dominio D(f) € IR, chamamos de derivada de f(x) com relacao

fz+Az)—f(z)
Az

a variavel = o limite Alimo , quando este existir e for finito.
T—

Em termos da notacoes de Leibniz e de Newton, temos, respectivamente,

df

[z + Az) — f(x) [z + Az) — f(x)

= m
dz Az—0

Ax

ou

f'(z)

= lim
Ax—0

Ax

Note que, quando o limite acima nao existir ou for infinito, a derivada nao existird naquele ponto.
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a) Derivadas de fungdes constantes

Nos exemplos seguintes, usaremos a definicdo de derivada para calcular as derivadas de algumas funcoes
constantes.

Ex.1: calcule a derivada da funcao f(z) = 1.

Solugao: f(z) = 1, ndo importando o valor de z. Portanto, f(z + Az) = 1.

df .. fle+Az)—fx) . 1-1 0o .. _
%_Alggo Az _Alirgo Az _AliIEUA_;U_AIiIEUO_O'

Portanto, % = 0.

Ex.2: calcule a derivada da funcao f(z) = 2.

Solugao: f(z) = 2, ndo importando o valor de z. Portanto, f(z + Az) = 2.

. fe+Ar)—f(z) . 2-2 0o . _
dz _Alirgo Az _Alirgo Az Arbo Az _Alirgoo_o'

Portanto, % = 0.

De um modo geral, temos a regra dada pelo teorema seguinte.

T1 - Dada uma funcdo constante f(z) = ¢, temos pri 0.
T

Portanto, a derivada de qualquer funcao constante é sempre zero. Isto é demonstrado a seguir.

Demonstragao: f(z) = ¢, ndo importando o valor de z. Portanto, f(z + Az) = c.

G farA)-f@) . e—e_ 0
dz  Arso Az T Aarb0 Az ArboAz  Arbol

Portanto, % = 0.

b) Derivadas de fungdes de poténcias naturais

Vamos, agora, usar a definicao de derivada para calcular as derivadas de algumas fungoes de poténcias
naturais.

Ex.1: calcule a derivada da funcao f(x) = z.
Solucdo: f(x) = x. Portanto, f(x + Az) =z + Ax.
(z+ Az) —z . rT+Az—=x

ﬁ— lim fz+Az) — f(z) = lim —————— = lim ——— = lim H— lim 1=1
dr ~ Az>0 Az N Az T A0 Az T Azs0 Az Azso

af _
Portanto, ;- = 1.

Ex.2: calcule a derivada da funcao f(z) = z°.

Solugao: f(x) = x2. Portanto, f(z + Ax) = (z + Ax)? = 22 + 2zAz + (Ax)2.

df . flz+Az) - f(z) . 224+ 22Ax + (Ax)? — 22 . 2zAz + (Az)?
— = lim = lim = lim ——~
dx Az—0 Az Az—0 Az Az—0 Az
L 20Az (Ax)?] _ _
= dm [0+ 50 = dim e s dn) =20 r0 e

Portanto, j—f = 2z.
T
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Ex.3: calcule a derivada da fungio f(z) = .

Solucao: f(z) = z3. Portanto, f(z + Az) = (z + Az)? = 2% + 322 Az + 3z(Az)? + (Az)?.

df . flz+ Azx) — f(z) . 23+ 322 Az + 3x(Az)? + (Az)? — 23
- = lim = lim =
dx Az—0 Az Az—0 Az
— 322 Az + 3z(Az)? + (Az)® i 3z2Ax N 3z(Az)? N (Az)*7
T Arso Az " aeso| Az Az Ar |
= Alim0 [32% + 3zAz + (Az)?] = 32% + 32.0 + 0* = 32° + 0 + 0 = 32°.
Tr—

Portanto, % = 322.

Ex.4: calcule a derivada da funcio f(z) = z*.

Solugdo: f(z) = z*. Portanto, f(z + Az) = (z + Az)* = 2* + 423 Az + 622 (Az)? + 42(Az)® + (Az)*.

df . flz+ Az) — f(x) .2t + 43 Az + 622 (Ax)? + 4x(Az)® + (Az)t — 2*
— = lim = lim =
dz Az—0 Az Az—0 Az
. 4z Az + 62%(Az)? + 4z(Az)? + (Az)t ) 423 Az 622(Az)?  4x(Az)®  (Ax)?
= lim = lim + =
Az50 Az Az—0 | Az Az Az Az

= lim [42° 4+ 62°Az + 42(Az)* + (Az)’] = 42° + 6.0 + 42.0° + 0° = 42° + 0+ 0 + 0 = 42°.

Az—0

df _ 4.3
Portanto, ;- = 4z”.

De modo semelhante, podemos mostrar que f(z) = z° = % =524, f(z) =25 = % =62°, f(z) =2 =
% = 725, etc., de modo que podemos inferir a regra geral, dada pelo teorema seguinte.

d
T2 - Dada uma funcao constante f(z) = z", n € IN, temos d—f = ng" !
x

Vamos, a seguir, demonstrar que essa férmula é verdadeira.

Demonstracgao: pode-se demonstrar, usando o principio da inducao finita, que a seguinte férmula é verdadeira:

n _ n n—1 ’I’L' 2 n—2 TL' 3 n—3
(z+a)" = 2"+ nax +(n_2)!2!ax +max +-- 4
n! n—3,3 n! n—2,2 n—1 n
+3!(n_3)!a T +2!(n_2)!a 2 +na" " r+a.
Temos, entdo, que, para f(z) =z", n € IN,
— n o _ n n—1 n! 2, .n—2 n! 3,.n—3
fa+A) =(x+Az)" = 2" +nAzx +m(Az) x +m(A$) "4+
n! e n! e e n
Portanto, a derivada fica
. fletAr)—fl@) ] _
b = AT Ar Al VEran /@)=
= Alﬂo Az [ac +nAz.z™ ! 4 m(Aw)%c 244 W(Az) 222 4+ n(Az)" o + (Az)" —z ] =
: 1 n— n! n— n! n— n— n
= Alglcrgo Ar [nAx.x '+ m(A$)2$ B REREE m(Am) 222 £ n(Az)" 'z + (Ax) ] =
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: n— n! n— n! n— n— n—
= na" !4 711! 0.2" 24 .- 4 771! 0" 322 + n.0" 2z 4+ 0" 1 = na" L,
(n —2)12! 2(n — 2)!

Portanto, mostramos que % =nx" L.

A férmula deduzida acima nos permite calcular as derivadas de diversas funcoes, como nos exemplos a
seguir. E importante lembrar que a derivada é uma funcao, algo que fica mais evidente se usarmos a notacao
de Newton:

flx)=2" = f'(z) =nz""', ne€ N,

2

Ex.5: calcule a derivada da funcao f(z) = z°. 3

Ex.6: calcule a derivada da funcdo f(z) = z°.

Solu¢do: f'(z) = 22*~1 = 22! = 2z. Solu¢do: f'(z) = 323~ = 322,

5

Ex.7: calcule a derivada da funcao f(z) = z°. 10,

Ex.8: calcule a derivada da funcdo f(z) ==

Solugao: f'(z) = 5z°~! = 5z%. Solugao: f'(z) = 10z'°~1 = 102°.

Os casos da funcao f(z) = 2° é diferente e serd estudado no exemplo a seguir.

Ex.9: calcule a derivada da funcao f(z) = z°.

Solugao: A funcio f(x) = 2° nao é definida para z = 0. Usando a regra de derivacao, temos

fl(x) =021 =0.271 =0, z # 0. Néo existe a derivada para x = 0. Portanto, o resultado fica f'(z) =0, z # 0.

4.4 - Aplicagoes: velocidade e reta tangente a uma curva

Vamos, agora, utilizar as derivadas para calcular algumas velocidades instantanes e angulos de inclinagao
de retas tangentes a curvas. Isto serd feito nos exemplos a seguir.

a) Velocidade

A velocidade instandnea de um corpo em um determinado instante de tempo ¢, ou simplesmente velocidade,
é definida como
dz(t)

o) =52

onde z(t) é a funcao que da a posi¢do do corpo em cada instante de tempo ao longo de uma linha reta .

Ex.1: Um corpo se move em linha reta e sua posicio é dada por z(t) = #?, onde a posicio é medida em m
e o tempo é medido em s. Calcule sua velocidade em ¢t = 4 s.

Solugao: primeiro calculamos a funcao velocidade do corpo:

v(t):da;—it):%.

Depois, calculamos v(t) quando ¢t = 4 s, obtendo
v(4) =24=8.

Portanto, v(4) = 8 m/s.
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Ex.2: Um corpo se move em linha reta e sua posicio é dada por z(t) = ¢°, onde a posigao é medida em m
e o tempo é medido em s. Calcule sua velocidade em ¢t = 2 s.

Solucio: primeiro calculamos a funcao velocidade do corpo:

v(t) = dfl—it) =51t .

Depois, calculamos v(t) quando ¢t = 2 s, obtendo
v(2) = 5.2 =5.16 = 80 .

Portanto, v(2) = 80 m/s.

b) Angulo de inclinacdo de uma reta tangente a uma curva

Vamos, agora, utilizar a derivada para calcular o 4ngulo de inclinagao de uma reta tangente a uma curva
em determinado ponto. Se a curva é dada pela funcao f(x), onde z é um parametro e zy é o ponto onde pelo
qual a reta tangente passa, o dngulo de inclinacao da reta tangente pode ser obtido através da equacao

tg 0= fl(w(])a

onde f’(zq) é a derivada f'(z) calculada no ponto z = zg. O dngulo pode entao ser calculado através do arco
tangente.

4

Ex.1: Calcule o angulo da reta tangente & fungao f(z) = 2* no ponto onde z = 3.

Solucao: primeiro, calculamos a derivada da funcao:
fl(z) = 42>,
A tangente sera dada pelo valor da derivada no ponto em que z = 4, isto é,
tg 0= f'(4) =4.4° = 4.64 = 256 .
Temos, entao,

tg 8 = 256 = 0 = arctg 256 ~ 89, 78°.

3

Ex.2: Calcule o angulo da reta tangente & fungao ¢g(z) = z° no ponto onde x = 10.

Solugao: primeiro, calculamos a derivada da funcao:
g (z) = 32°.
A tangente sera dada pelo valor da derivada no ponto em que z = 10, isto é,
tg # = ¢/(10) = 3.10> = 3.100 = 300 .
Temos, entao,

tg 8 = 300 = 6 = arctg 300 ~ 89, 81°.

Existem ainda muitos exemplos de aplicagoes de derivadas. Alguns deles serao mostrados nos capitulos que
seguem. Com isto, encerramos este capitulo. A seguir, estudaremos o cdlculo com combinagoes lineares de
funcoes.



