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1 - Conjuntos numéricos

1.1 - Conjuntos.
1.2 - Conjuntos numeéricos.

Neste capitulo faremos uma revisao da teoria dos conjuntos e também apresentaremos os conjuntos numé-
ricos que estaremos utilizando durante o curso. O capitulo seguinte tratard da revisao do conceito de funcoes e
nos capitulos que seguem outros conceitos como o de poténcias, raizes, exponenciais e logaritmos serao revistos,
conforme se facam necessarios.

1.1 - Conjuntos

A teoria dos conjuntos é uma das bases fundamentais da matemadtica moderna. Ela é baseada em trés
conceitos que sao aceitos sem defini¢ao: conjunto, elemento e pertinéncia. A seguir, revisaremos brevemente
alguns dos conceitos fundamentais da teoria dos conjuntos.

a) Conjunto

Imaginemos algumas cabras dentro de um cercado, ou as letras do alfabeto, ou os nomes dos estados
brasileiros. Todos eles sao conjuntos. A noc¢ao de conjunto é aceita na matematica sem definicao, ou seja, é
uma idéia primitiva. Um conjunto é qualquer colecio de objetos que podem ou nao ter algo em comum. Alguns
exemplos de conjuntos sao dados abaixo.

Exs.: conjunto dos livros em uma prateleira;
conjunto das vogais do alfabeto;
conjunto dos paises da América do Sul;
conjunto dos nimeros pares;
conjunto dos ingredientes de uma receita;
uma vaca, uma foice e o niimero dois formam um conjunto (lembre que os objetos nao precisam
estar relacionados para formarem um conjunto).

b) Elemento

Cada objeto que compoe um conjunto é chamado elemento. Assim, o estado de Sao Paulo é um elemento
do conjunto dos estados brasileiros. Outros exemplos sao dados a seguir.

Exs.: a letra a é um elemento do conjunto das vogais do alfabeto;
a Argentina é um elemento do conjunto dos paises da América do Sul;
o Brasil também é elemento do conjunto dos paises da América do Sul;
a Franca nao é elemento do conjunto dos paises da América do Sul.

c) Pertinéncia

Pertinéncia é uma relagdo entre um elemento e um conjunto. Se um objeto é elemento de um conjunto,
dizemos que ele pertence ao conjunto. Se o elemento é dado por a e o conjunto é dado por A, dizemos que
a € A (a pertence a A) quando o elemento a pertence ao conjunto A. Quando a ndo é um elemento do conjunto
A, dizemos que a ¢ A (a nao pertence a A).
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Exs.: a letra a pertence ao conjunto das vogais do alfabeto;
a Argentina pertence ao conjunto dos paises da América do Sul;
a Franca nao pertence ao conjunto dos paises da América do Sul;
o nuimero 1 nao pertence ao conjunto dos niimeros pares.

d) Representagao de um conjunto
Existem diversas maneiras de representar um conjunto. Duas das principais formas sao descritas a seguir.

Citagao de elementos.

Uma forma de descrever um conjunto é escrevendo todos os seus elementos entre chaves e separados por

virgulas:
A ={ay,az,a3,...,an}.

Ex.1: escreva o conjunto das vogais do alfabeto Portugués.
Solugao: {a,e,i,o,u}.

Ex.2: escreva o conjunto das estacées do ano.

Solugdo: {Primavera,Verdo,Outono,Inverno}.

Ex.3: escreva o conjunto dos nimeros pares de 1 a 10.
Solugao: {2,4,6,8}.

Quando um conjunto tem um nimero infinito de termos, usamos a notacao *.

nao listados.

..” para indicar os termos

Ex.4: escreva o conjunto dos niimeros naturais.

Solugéo: {0,1,2,3,4,5,...}.

Ex.5: escreva o conjunto dos niimeros inteiros.

Solugao: {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

Esta notacao também é usada em conjuntos muito grandes, mas finitos, para designar os elementos nao listados.

Ex.6: escreva o conjunto dos nimeros naturais de 1 a 200.

Solugao: {1,2,3,...,198,199,200}.

Ex.7: escreva o conjunto dos meses do ano.

Solugao: {Janeiro,Fevereiro, Marco, ... ,Novembro,Dezembro}.

Descricao por meio de uma propriedade.

Também podemos representar alguns tipos de conjuntos descrevendo uma ou mais propriedades comuns a
todos os elementos destes (e que simultaneamente nao sejam propriedades de nenhum outro elemento que nao
pertenca ao conjunto em questio):

A = {z | x tem as propriedades P}.

O simbolo “|” acima é lido como “tal que” (ou “tais que”), de modo que a expressao é lida como “o conjunto
de todos os elementos z tais que = tem as propriedades P”.

Ex.1: escreva o conjunto de todos os niimeros naturais pares.

Solucdo: {z | x é nimero natural par}.
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Ex.2: escreva o conjunto de todos os niimeros inteiros maiores que 0 e menores que 100.
Solugdo: {z | x é inteiro e 0 < z < 100}.

Obs.: note que os elementos dos conjuntos dos exemplo 1 e 2 sao ambos decritos por duas propriedades.

Ex.3: escreva o conjunto dos nomes dos dias da semana.

Solugdo: {z | x é dia da semana}.

e) Conjunto unitirio e conjunto vazio

Quando um conjunto tem apenas um elemento, ele é chamado conjunto unitdrio:

A ={a}.

I:Ex.l: os conjuntos {3}, {bola}, {arvore} e {z | z — 2 = 4} sao todos unitérios.

Obs.: a # {a}, isto é, o elemento a nao é o mesmo que o conjunto cujo elemento € a.

O conjunto que nao tem elemento algum tem um nome especial: é chamado conjunto vazio e é representado
por um zero cortado, {:

h=1{1.

Obs.: s6 existe um conjunto vazio. Além disso, (§ # {0}, que é o conjunto cujo elemento é zero.

Outras maneiras de representar o conjunto vazio sao dadas a seguir.

Ex.2: escreva o conjunto de todos os nimeros naturais x tais que z # x.
Solugao: .

Ex.3: escreva o conjunto de todos os meses de 38 dias.

Solugao: .

f) Diagramas de Euler-Venn

Um conjunto pode ser representado por meio de um

diagrama de Euler-Venn, que é a figura de uma regiao «a

do plano interior a uma linha fechada. A forma da A B
linha nao é importante, bastando que ela nao seja

entrelacada. Dentro dessa regiao sao escritos os ele-

mentos do conjunto. Elementos desenhados fora dessa

regiao nao sao elementos do conjunto. Na figura ao

lado, a, b, c e d pertencem ao conjunto A, mas « e f3

nao pertencem a ele.

Ex.1: represente o conjunto V = {a,e,i,0,u} por meio de um diagrama de Euler-Venn.

Solugao: v
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Ex.2: represente o conjunto R = {x | 22 — 1 = 0} por meio de um diagrama de Euler-Venn.

Solucdo: O conjunto R é dado pelas raizes da equacdo do 2° grau 22 —1=0=>2>=1= 2z = +V/1 = z = +1,

isto é, R = {—1,1}. Deste modo, temos o diagrama ,

Leonhard Euler (1707-1783): grande matemadtico suico. Ocupou-se de quase todos os ramos da matemadtica,
tendo mais de 500 publicacoes, entre livros e artigos. Foi responsavel por muitas das notacoes que usamos hoje,
como a de fungdo (f(x)), razées trigonométricas (sen, cos) e a proposicao de diagramas para conjuntos.

John Venn (1834-1923): matemadtico inglés. Em 1880, propds uma nova forma de diagramas em sua obra

Légica Simbdlica.

g) Subconjuntos

Um conjunto B é subconjunto de um conjunto A se todo elemento de B pertence a A. Neste caso, escrevemos
B C A (B esta contido em A). Quando um conjunto B nao é subconjunto de A, escrevemos B ¢ A. Em
termos de diagramas de Euler-Venn,

BcCA B¢ A B¢ A

ISR

Ex.1: o conjunto C = {a,b,d} é subconjunto de A = {a,b,c,d, e}, isto é, C C A.

Ex.2: o conjunto F' = {2,3,4} nao é subconjunto de G = {2,4, 6,8}, pois o elemento 3 € F nao pertence
ao conjunto G. Portanto, F' ¢ G.

] Ex.3: {a,b} C {a,b}.

Ex.4: {z | £ é um ntmero natural par} C {z | z é um nimero natural}.

h) Igualdade entre conjuntos

Dois conjuntos A e B sao iguais (escrevemos A = B) se A C B e B C A, isto é, quando cada elemento
de A é igual a um elemento de B e cada elemento de B é igual a um elemento de A. Se A ndo é igual a B,
escrevemos A # B.

Ex.1: os conjuntos A = {a,b,c,d} e B ={d, c,a,b} sio iguais.

Obs.: a ordem em que os elementos estao listados em um conjunto nao é importante.

Ex.2: os conjuntos A = {z | £ é um numero natural e z < 4} é igual ao conjunto B = {0, 1,2, 3}.

Ex.3: {a,b,c,d} ={a,d,b,b,c,d}.
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Obs.: do exemplo acima, podemos ver que a repeticao de um elemento dentro de um conjunto nao o torna
diferente.

I:Ex.4: {3,4,6,8} #{2,3,4,6,8}.

i) Intersec¢ao entre conjuntos

Dados dois conjuntos A e B, a interseccao
entre eles é definida como sendo o conjunto cujos
elementos pertencem a A e a B. Em termos
simbdlicos, ANB ={z | (r € A) e (z € B)}.

Ex.1: dados os conjuntos A = {1,2,3,4,5} e B={2,4,6,8,10}, escreva AN B.
Solugao: AN B = {2,4}.

Ex.2: dados os conjuntos C' = {1,3,5,7,9} e D = {2,4,6,8}, escreva CN D.

Solucao: CN D =, pois C e D nido tém elementos comuns.

Ex.3: dados os conjuntos E = {z | = é estado do Brasil} e F' = {z | = é estado da regido Sudeste}, escreva
ENF.

Solugao: EN F = {Sao Paulo,Rio de Janeiro,Espirito Santo,Minas Gerais}.

Ex.4: dados os conjuntos G = {z | z é mamifero} e H = {z |  poe ovos}, escreva GN H.

Solucdo: G N H = {ornitorrinco,équidna}.

Obs.: o ornitorrinco e a équidna sao mamiferos australianos. O ornitorrinco se assemelha a um castor, mas
tem bico e patas semelhantes aos de um pato. A équidna tem pélos que parecem os de um porco espinho e
uma lingua fina e comprida. Sao os 1inicos mamiferos que poéem ovos.

j) Uniao de conjuntos

Dados dois conjuntos A e B, a uniao entre eles é definida
como sendo o conjunto cujos elementos pertencem a A ou a
B. Em termos simbdlicos, AUB = {z | (z € A) ou (z € B)}.

AUB

Ex.1: dados os conjuntos A = {1,2,3,4,5} e B={2,4,6,8,10}, escreva AU B.
Solugao: AUB = {1,2,3,4,5,6,8,10}.

Ex.2: dados os conjuntos C' = {1,3,5,7,9} e D = {2,4,6,8}, escreva CU D.
Solugdo: CUD = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
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Ex.3: dados os conjuntos E = {a,e,i,0,u} e F = {1,2,3,4}, escreva EU F.
Solu¢do: EUF = {a,e,i,o0,u,1,2,3,4}.

Ex.4: dados os conjuntos G = {3} e o conjunto vazio ) = { }, escreva G U ().

Solugdo: G U = {3}.

Obs.: para qualquer conjunto A, temos AU () = A.

k) Diferenga entre conjuntos

Dados dois conjuntos A e B, a diferenca entre eles é
definida como sendo o conjunto cujos elementos pertencem
a A e que nao pertencem a B. Em termos simbdlicos,

A-B={z|(z€Ae(z¢B)}

A-B

Ex.1: dados os conjuntos A ={1,2,3,4,5} e B={2,4,6,8,10}, escreva A — B.
Solugédo: A — B ={1,3,5}.

Ex.2: dados os conjuntos C = {1,3,5,7,9} e D = {2,4,6,8}, escreva C — D.
Solugao: C — D = {1,3,5,7,9}.

Ex.3: dados os conjuntos E = {a,e,i,0,u} e F' = {a,e,i,0}, escreva E — F.

Solucdo: E — F = {u}.

Ex.4: dados os conjuntos G = {3} e o conjunto vazio § = { }, escreva G — 0.
Solucao: G — 0 = {3}.

1.2 - Conjuntos Numéricos

Os ntimeros ja fazem parte do quotidiano da humanidade hi muito tempo. Existem indicios de que o ser
humano ja vem contando de uma forma ou de outra desde a pré-histéria. Com o tempo, a idéia de niimero foi
se desenvolvendo até chegar ao estdgio atual, em que atinge niveis de sofisticacdo que s6 sao acessiveis a alguns
especialistas.

No inicio, contava-se utilizando os dedos das maos e dos pés, usando pedrinhas ou gravetos, ou fazendo
riscos na madeira ou em tabuinhas de barro. Esses processos foram tao marcantesimportantes que deixaram
marcas na nossa linguagem: a palavra digito vem do latim digitus, que significa dedo e a palavra cdlculo vem
do latim calculus, que significa pequena pedra.

Os primeiros nimeros foram aqueles relacionados a atividades como a contagem de animais ou dos membros
de uma tribo ou do ntimero de filhos. Esses foram os nimeros 1, 2, 3, etc.. Entre algumas tribos de indios
brasileiros, sé existiam os ntimeros 1, 2, 3 e muitos. Em outras culturas havia nimeros maiores. Com o advento
do comércio, surgiu o niimero 0 e depois os niimeros negativos, que serviam para indicar dividas e facilitavam
os calculos. Quando comegou a ser necessario fazer a divisao de niimeros, como no caso da divisao de terras e
outras posses, surgiram os nimeros fracionarios. Com o estudo da geometria pelos gregos e outros, surgiram os
nimeros irracionais. O advento da teoria da eletricidade trouxe aplicagbes para os nimeros imagindrios. Apds
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isso, outros tipos de nuimeros tém aparecido, com aplicagoes em diversas areas ou mesmo pelo puro interesse
matematico.

Nesta secao, faremos um breve estudo de alguns dos conjuntos que sdo formados por niimeros, os chamados
conjuntos numéricos. Serao apresentados os conjuntos mais comuns e alguns nao muito conhecidos. O objetivo
é localizar os numeros reais, nos quais o Calculo Diferencial e Integral se baseia, dentro do panorama geral de
conjuntos numéricos, mostrando suas propriedades e suas limitagoes.

a) Nimeros naturais

O primeiro conjunto numérico que iremos estudar é o conjunto dos nimeros naturais, dado por
N =1{0,1,2,3,4,... }.

Este conjunto tem um ntmero infinito de ele-
mentos, pois podemos contar indefinidamente.
Podemos representar os niimeros naturais sobre
uma semi-reta indo de 0 até oo, como indicado
na figura ao lado.

Soma e multiplicagao:

Os ntimeros deste conjunto (com excecao do zero) sdo os primeiros aprendidos por criancas e, como diz
0 nome, sa0 0s mais naturais para a pessoa que tem que contar, seja o numero de ovelhas que possui ou o
nimero de filhos que tem, ou mesmo quantas batatas serao necessiarias para fazer o jantar. Nés nao reparamos
muito quando operamos com eles, mas a matemética sistematizou algumas coisas. Por exemplo, existem duas
operagoes fundamentais com os nimeros naturais: a soma (+) e a multiplicagao (.). Exemplos dessas duas
operacoes sao dados a seguir.

I:Exs.lz2+1:3 . 9+43=12 , 5+8=13.

I:Exs.2: 21=2 , 93=27 , 58=40.

Elementos neutros:

Cada uma das operagoes acima (soma e multiplicagao) tem um elemento neutro, isto é, um niimero natural
n com a seguinte propriedade: a *x n = a, a € IN, onde * é uma operacdo. No caso da soma, este niimero é o
zero (0), enquanto no caso da multiplicagao o elemento neutro é o niimero um (1).

I:Exs.lz2+0:2 , 940=9 , n+0=n(ne ).

I:Exs.2:2.1:2 , 91=9 ., nl=n(neN).

Subtracgao e divisao:

Também podemos definir as operagoes subtracao (—) e divisdo (:), embora estas ndo sejam vilidas para
todos os nimeros naturais.

I: Exs.1: 2—-1=1 , 9—3=6, enquanto 5 — 8 nao resulta em um ntimero natural.
I: Exs.2: 2:1=2 , 9:3=3, enquanto 5 : 8 nao resulta em um ntimero natural.

A necessidade de niimeros tais que as operacoes de subtracao e divisdo sejam sempre validas dd origem a dois
novos conjuntos numéricos, que serao estudados nas duas subsegoes seguintes.
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b) Nimeros inteiros

Conforme a humanidade foi evoluindo, surgiram o comércio e a aritmética. Era necessirio definir nimeros
que pudessem resultar de qualquer subtracdo de um nimero pelo outro, isto é, era preciso definir nimeros
negativos. Estes eram usados, por exemplo, para indicar dividas em compras e vendas ou escalas negativas
de tempo. Chineses do século IIT a.C. faziam contas com barras vermelhas para nimeros positivos e barras
pretas para nuimeros negativos. O conjunto de niimeros que engloba os niimeros naturais e também os niimeros
negativos é chamado conjunto dos niimeros inteiros.

O conjunto dos numeros inteiros é dado por 7
Z={..,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,... }.

Portanto, o conjunto dos ntimeros inteiros inclui
o conjunto dos niimeros naturais, acrescentando
0s numeros negativos.

Podemos representar os ntimeros inteiros sobre uma reta, indo do —oo ao co.

Soma e multiplicagao:

Quando somamos ou multiplicamos nimeros inteiros, temos que seguir a seguinte convencao:

, [ +a-—b=—ab

, ‘ —a-+b=—ab

‘+a-+b:+ab , ‘—a-—b:—i-ab,aGZebEZ.

I:Exs.lz2+6:8 . 34+ (-4)=3-4=-1 , -3+ (-5)=-3-5=-38.

Note que a subtracdo (a — b) pode ser vista como a soma a um ndmero negativo (a + (—b)). Portanto, a
subtracao nao é uma operacao fundamental dentro do conjunto dos niimeros inteiros, mas sim uma operacao
definida a partir da soma.

I:Exs.2: 26=12 , 3.(-4)=-34=-12 , —3.(=5)=+3.5=15.

Os elementos neutros da soma e multiplica¢ao continuam sendo 0 e 1, respectivamente. Isto serd assim para
qualquer conjunto numérico que formos definindo.

Elemento inverso da soma:

Dentro da operacao soma existe, para cada nimero inteiro a, um elemento tal que, somado ao niimero a,
resulta no elemento neutro 0. Este niimero é o nimero —a, pois

a+(—a)=a—a=0.

A este niimero chamamos elemento inverso de a quanto & soma. Todo nimero inteiro tem um inverso (note
que o elemento inverso de 0 é ele mesmo).

Ex.: o elemento inverso de 8 é —8, o elemento inverso de —3 é —(—3) = 3, o elemento inverso de (—1) é
—(-1) =1.

O elemento inverso da multiplicacao nao pode ser definido para nimeros inteiros e serd visto na subsecao
seguinte.
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Divisao:

A divisdo de um ntmero inteiro por outro pode ser feita se considerarmos o seguinte:

Podemos multiplicar o numerador e o denominador simultaneamente por qualquer niimero que a proporc¢ao se
conserva. Particularmente, podemos multiplici-los por —1:

a'(—b)—i— a.(-1)  —al _—a_ a
' S =b o —b(=1)  4b1 b b
Portanto, temos a regra
e _ ¢
b b
EXS.1:812:%:4 , 10(—2):%:—12—0:—5 s —9(—3)::—2:%:%:3

Note que nem todas as divisdes de um niimero inteiro por outro niimero inteiro resultam um ndmero inteiro.

Exs.2: 1:4 = 1 nio ¢ um nimero inteiro, 5 : (—2) = % = —5 niio ¢ um nimero inteiro.

Este fato indica a necessidade de um conjunto no qual a divisdo seja sempre valida. Tal conjunto serd visto a
seguir.

c¢) Nimeros racionais

A necessidade de efetuar divisoes cujos resultados nao eram ntumeros inteiros deu origem aos chamados
niumeros fraciondrios. Estes eram usados em operacoes como a divisdo de um terreno ou a subdivisdo de um
valor em moeda. O conjunto que engloba tanto os niimeros inteiros quanto os fracionarios é chamado conjunto
dos niimeros racionais.

O conjunto dos nimeros racionais é dado por

Q:{g pEZquZ—{O}}.

O que a definicao acima estabelece é que os nimeros racionais compreendem todos os niimeros que podem ser
escritos na forma de uma fragdo. Dado um nimero racional %’, chamamos ¢ de numerador e q de denominador
da fragao. A fragao significa que tomamos o nimero ¢ dividido pelo nimero q. Por isso, existe a condigao
q # 0, pois ndo existe sentido (ainda) na divisao por zero.

Sao exemplos de niimeros racionais:

) 3 =3

L
"5 1 5 b z

N W

Portanto, o conjunto dos ntimeros racionais engloba
o conjunto dos numeros inteiros. Podemos represen-
tar o conjunto dos niimeros racionais sobre uma reta.
Os espacos entre os ntimeros inteiros sao preenchidos
pelos niimeros fraciondrios. Como existem infinitos
nimeros racionais entre cada intervalo, ndo podemos
escrevé-los todos na reta.

-3 -2 -3/2 -1 0 1/4 1/2 1 2 12/5 3
}
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Também podemos somar e multiplicar niimeros racionais. Para isto, temos que seguir algumas regras, dadas
a seguir.

Multiplicagao de fragoes.

A multiplicacio de fragoes é feita multiplicando-se os numeradores e os denominadores das fragoes que estao
sendo multiplicadas, isto é,

S 2
IS
o
S

Exs.: consideremos as operagoes seguintes:

SESPE - -
2 2 2 4’
plo(2y-tea_ 2 a2 1
6 5 30  15.2 15’
3 4 12
)3 5 1 5_1.5_3

Divisao de fragoes.

A divisao de fragoes é definida pela seguinte férmula:

a c¢ a d

b 'd b ¢’
isto é, dividir por uma fracdo equivale a multiplicar pelo inverso dela. Portanto, a divisao nao é uma operagao
fundamental dentro do conjunto dos niimeros racionais.

Exs.: consideremos as operagoes seguintes:

o3.2.8 4 34 12,

2°4 2 2 22 4 7

Lo (C2)ol (LB) LD 5
6 \ 5] 6 2) 62 12’
3 4 5 35 35 15
L —3.2=3.2=".Z2_=Y_2F

) 175 5 4-1'1 14 14

Soma de fragoes.

A soma de fragoes obedece a seguinte regra:

a . ¢ ad+cb
b d b.d
Esta tem sua origem na regra segundo a qual, para somarmos duas fragoes, os denominadores de ambas tém
que ser igualados, como feito abaixo:

a E_ﬁ‘_l c é_a.d cb ad+bc
b d b d d b_bd bd bd
Exs.: consideremos as seguintes operagoes:
r 2 13 2 2 1.3 22 3 4 3+4 7
a)— — — ——:——'——:——'————:—’
2 3 — 3 373 2 23 32 6 6 6 6
b)g+l_g E_ﬁ_l §_2.15+7.5 @+§_30+35_§_13.5_§
5 15 5 15 15 5 515 155 7 75 75 75 155 15’
gLyl Lo 12 15,12 5 2 542 1
2'5 25 5 2 25 52 10 10 10 10’
Dol 2,1 276 11 26 11 121 1241 13
6 1 6 16 61 16 61 6 6 6 6
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Subtracgao de fragoes.

A subtracdo de fragoes pode ser vista como a soma a uma fracao negativa:

]

Ex.: considere a seguinte operacao:

Também podemos fazer essas operacoes de forma mais direta, como nos exemplos a seguir.

Exs.: consideremos as seguintes operagoes:
) 1 1 15 1 2 15 1.2 5 2 5—2 3
a —_— — = — « — — — . — = " = — - — = — = —
2 5 25 5 2 25 52 10 10 10 10’
piot_ 2B 75 25 75 30 35 _30-3_ 5 __ 5 1
5 15 5 1 15 5 515 155 7% 7 75 75 155 15’
)2 1 2 1 26 11 26 11 12 1 12—1 11
C —_——_ = = — = = — = — — . — = = — — - = — = —,
6 1 6 1 6 6 1 16 6.1 6 6 6 6

Elemento inverso da multiplicacao:

Na operagao de multiplicacao existe, para cada nimero racional a, um elemento tal que, multiplicado ao
numero a, resulta no elemento neutro 1. Este niimero é o nimero %, pois

A este niimero chamamos elemento inverso de a quanto & multiplicacdo. Todo niimero racional (com excegao
do 0) tem um inverso (note que o elemento inverso de 1 é ele mesmo).

Ex.1: o elemento inverso de 8 quanto a multiplicacao é %, o elemento inverso de —3 quanto a multiplicacao
L1 1 : 2 5 Tiemcioé 1l 13 _3
¢ —3 = —3, o elemento inverso de § quanto a multiplicagao é 573 = L5 =3.
O elemento inverso quanto & soma, é definido da mesma forma que para numeros inteiros, isto é, se a é um
nimero racional, o inverso dele quanto & soma é dado por —a.

Ex.2: o elemento inverso de 8 quanto a soma é —8, o elemento inverso de —3 quanto a soma é 3, o elemento

inverso de % quanto a soma é —%.

Dizimas periédicas

Uma caracteristica dos niimeros racionais é que eles podem ser escritos em termos de dizimas periddicas.

Para saber o que sao elas, observe os exemplos abaixo, quando escrevemos fragoes em notagao decimal (isto é,
efetuamos as divisoes).



Leonidas Sandoval Junior - Cédlculo A - Capitulo 1 - Versao 01/2001 12

Exs.: consideremos as seguintes fracgoes:

1 1 3

Z2—-0.5: —=0,2: = =0,6;

2 7 ? 5 ? ? 5 ? ?

1 4 1
-=0,3333... ; -=1,3333... ; —=0,1111... ;
3 b 7 3 3 7 9 3 7
1 1 1

1 = 0,09090909090... ; 520, 142857142857142857 . .. ; B = 0,0769230769230769230.. .. ;
2 13

— =0,133333... ; — =1,4444... .

15 ’ ’ 9 ’

Note que ou a fra¢ao é escrita em termos de um nimero finito de algarismos (primeiros trés casos do exemplo
acima) ou em termos de uma seqiiéncia infinita, porém periddica de algarismos. O nimero % pode ser expresso
por uma, seqiiéncia infinita de 3 apds o zero. O ntimero % apresenta a mesma seqiiéncia, mas apds o nimero
1. A sequéncia para % é de ntimeros 1. Para 11—1, a seqiiéncia é de 09. Para %, ela é composta pelos algarismos
142857. Para %, a seqiiéncia é 076923. Para %, uma seqiiéncia infinita de 3 seguindo 0,1. Para %, sequiéncia,
de 4 seguindo 1. O importante é notar que, a partir de um certo algarismo, o niimero torna-se uma seqiiéncia
periddica com um nimero finito de algarismos.

De modo geral, qualquer ntimero racional, isto é, um niimero que pode ser expresso como uma razao entre
dois niimeros inteiros, pode ser escrito em termos de uma dizima periddica. Existem técnicas para transformar
uma dizima periédica em fracdo, mas ndo iremos tratar desse assunto aqui, limitando-nos a dar alguns exemplos

de como fazé-lo.

Ex.1: transforme a dizima periddica 0, 66666666 ... em fracao.

Solugao: isto se faz chamando = = 0,66666 . ... Multiplicando isto por 10, obtemos 10x = 6, 66666 . ... Fazemos,
agora, a seguinte operacgao:

10z — x = 6,66666 - -- —0,66666 - = 9z =6 = = =

ol
3
8

I
|
3
8
|

Portanto, a fracdo correspondente a 0, 66666 ... é %

Ex.2: transforme a dizima periddica 0, 142857142857 ... em fracao.

Solugao: isto se faz chamando x = 0, 142857142857 . ... Multiplicando isto por 1.000.000, obtemos
1.000.000x = 142.857,142857142857 . . .. Fazemos, agora, a seguinte operacao:

142,857 1

1.000.000z — z = 142.857, 142857142857 - - - — 0, 142857142857 - - - = 999.999x = 142.857 = = = 999.999 >z = =

Portanto, a fragao correspondente a 0, 142857142857 ... é %

Um fato curioso ocorre quando formos escrever a dizima periddica 0,999999... em termos de uma fracao.
Isto é feito no exemplo seguir.

Ex.3: transforme a dizima periddica 0,999999... em fracao.

Solucio: isto se faz chamando x = 0,99999.... Multiplicando isto por 10, obtemos 10z = 9,99999.... Fazemos,
agora, a seguinte operagao:

103:—3::9,99999---—0,99999---:>9a::9:>a::§:>a::1.

Portanto, a fracio correspondente a 0,99999... é o nimero 1!

Existem ntmeros que nao podem se representados por fracées ou dizimas periddicas. Estes serdao vistos na
secao seguinte.
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d) Nimeros reais

Antes de definirmos o conjunto dos nimeros reais, temos que estudar um pouco os chamados niimeros
irracionais. Estes sdo nimeros que nao podem ser escritos na forma de fragoes de niimeros inteiros e também
nao sao dizimas peridédicas. Vamos estudar alguns exemplos desses niimeros.

O primeiro exemplo de nimero irracional que iremos estudar apareceu

quando os gregos estudavam a geometria do triangulo retangulo, que é um
triangulo que tem um de seus angulos internos igual a 90°. Se tomarmos um

desses triangulos, de lados 1 e 1 (figura ao lado), o Teorema de Pitdgoras (ver h 1
curso de Calculo Vetorial) nos diz que o lado restante (a hipotenusa) é dado
por

1

R=12+12=hr=1+1=h=2=h=+V2

Como a medida da hipotenusa sé pode ser positiva, tomamos o resultado h = /2.
O problema com este ntimero é que ele ndo é uma dizima periédica. Podemos calculd-lo com uma certa
precisao, obtendo

V2 = 1,4142135623730950488016887242097 . . . .

Note que nao existe uma seqiiéncia coerente em parte alguma do nimero. Por causa disso, os gregos chamaram
tais ntimeros de irracionais, pois nao apresentam sequéncias que obedecam a razao. Outros desses niimeros sao
a raiz de 3 e a raiz de 5:

V3 = 1,73205080756887729352744634150587 . ...
V5 = 2,23606797749978969640917366873128 . .. .

Pitagoras (cerca de 580-500 a.C.): um dos maiores matemadticos e filésofos da Grécia antiga. Nasceu na ilha de
Samos, entdo colénia grega, e fundou uma sociedade secreta em Crotona (ao sul da Itdlia), onde os membros ado-
ravam o mundo perfeito dos niimeros e consideravam a nossa realidade uma palida sombra deste. Sua influéncia
foi decisiva na formagao do pensamento ocidental.

Outro exemplo de niimero irracional aparece quando consideramos uma circunferéncia. Sempre que dividi-
mos o comprimento desta pelo seu didmetro, obtemos o mesmo resultado: um ntmero que os gregos chamaram
.

Em termos decimais, este niimero fica

m = 3,1415926535897932384626433832795. .. .

Mais outro exemplo de niimero irracional apareceu da teoria econdmica, mais precisamente do calculo de
juros compostos (juros sobre juros). A férmula usada para o cdlculo do saldo s de um valor v de dinheiro
aplicado a uma taxa de juros anual 7, onde os juros sao concedidos um nimero £ de vezes por ano (de més em

més isto seria k = 12 vezes) é
r

s(t)=w (1 + E)kt .

Por exemplo, se alguém aplica 1.000 reais na poupanca a uma taxa r = 0,07 ao ano, onde os juros sao calculados
més a més (k = 12), ao final de 3 anos terd um saldo dado por

12.3
s(3) = 1.000 <1 + 0’127) ~ 1.233 .
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Portanto, ao final de trés anos, a pessoa terd 1.233 reais.
Quando considerou-se a aplicagao de juros de maneira continua, isto é, quando tomou-se um niimero infinito
para k, obteve-se a férmula

s(t) = ve
onde aparecia um numero estranho, que foi chamado e. Este niimero, em termos decimais, fica
e = 2,71828182845904523536028747135266 . . .

Os ntmeros e e 7 também sdo chamados niimeros transcedentais.

Existem infinitos exemplos de niimeros irracionais. Na verdade, existem muito mais niimeros irracionais
que racionais (ver a Leitura Complementar). No principio, esses nimeros ndo eram aceitos (os gregos os
repudiavam). Achava-se que, em algum ponto, eles comegariam a apresentar seqiiéncias periddicas, como no
caso de ntimeros racionais, mas isso nao aconteceu. Surgiu a necessidade de criar um conjunto que englobasse
tanto os nimeros racionais quanto os irracionais. A este conjunto deu-se o nome de niimeros reais, indicado pelo
simbolo IR. Portanto, o conjunto dos niimeros racionais e o conjunto dos nimeros irracionais sao subconjuntos
de IR.

Podemos definir o conjunto dos ntmeros reais da
seguinte forma:

IR = {z | z é racional ou z é irracional}.

Uma definicao mais formal que esta é bastante mais
complicada e em geral é tratada em livros de algebra
superior ou de teoria de niimeros.

Os nameros reais podem ser representados na
forma da chamada reta dos reais, que é uma reta so-
bre a qual estes se distribuem de maneira continua. B
uma caracteristica dos nimeros reais que, se tomar-
mos quaisquer dois nliimeros reais, existe um nimero
infinito de ntimeros reais entre eles. Essa caracteristica
é fundamental para o Célculo Diferencial e Integral,
pois ele se baseia em diferencas infinitesimais entre
nlimeros reais.

irracionais

-3 -2 -3/2 1 0 1/4 1/2 1 vz 2 e

<+ w
4 3

Intervalos.

Intervalos sao subconjuntos de IR, que podem ser representados como segmentos da reta dos reais. Um
intervalo pode ter extremidades abertas ou fechadas. Uma, extremidade é aberta em um ntimero a se ele inclui
o tultimo ndmero real menor que a ou o primeiro nimero real apds a. A extremidade serd fechada em a se ele
incluir o nimero a. Existem quatro tipos possiveis de intervalos, definidos a seguir.

D1 - um intervalo fechado [a,b] é um conjunto
{reR|a<z<b}. a b

D2 - um intervalo aberto (a,b) é um conjunto
{r €R|a<z<b}. a b
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D3 - um intervalo fechado & esquerda e aberto
a direita [a,b) é um conjunto
{z € R|a <z < b}.

D4 - um intervalo aberto & esquerda e fechado
a direita (a,b] é um conjunto
{z € Rla < x < b}.

15

Uma extremidade aberta de um intervalo é indicada por uma bola aberta (o) e uma extremidade fechada é

indicada por uma bola fechada (e).

Ex.1: represente o intervalo [2, 6] na reta dos reais.

Solucao:

2

1

Ex.2: represente o intervalo [5, 6] na reta dos reais.

Solucao:

_ 1/2

Ex.3: represente o intervalo (1,7) na reta dos reais.

Solucao:

1

Ex.4: represente o intervalo [2,4) na reta dos reais.

Solucao:

2 4

Solucao:

Ex.5: represente o intervalo (—1, 4] na reta dos reais.

-1 4

Também podemos ter intervalos infinitos. Um intervalo que tem —oo ou co como uma de suas extremidades

é sempre abarto nessa extremidade, pois nunca teremos um nimero que chegue a 0o ou —oo.

Ex.6: represente o intervalo [1,00) na reta dos reais.

Solucao:

1

Solucao:

Ex.7: represente o intervalo (—oo, 6) na reta dos reais.

Solucao:

Ex.8: represente o intervalo (—oo, 0c) na reta dos reais.

Obs.: o intervalo (—oo, 00) é a prépria reta dos reais.

Agora que estudamos os niimeros reais, que serd o conjunto com o qual estaremos trabalhando em nosso
estudo do Célculo, vamos estudar a seguir um dos conjuntos que generalizam ou completam o conjunto dos

numeros reais: o conjunto dos niimeros complexos.
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e) Niumeros complexos

Os numeros reais sao bastante completos quando operamos com a soma, subtracao, multiplicacao ou di-
visdo. No entanto, surgem alguns problemas quando tentamos extrair raizes pares de nimeros negativos.
Consideremos os dois exemplos a seguir.

Ex.1: resolva a equacao z° = 1.

Solucdo: a solucio é dada por 22 = 1=z = +v/1 =41, pois (-1)2 =1e 12 = 1.

Ex.2: resolva a equacio z> = —1.

Solucdo: temos z? = —1 = z = +/—1.

Nao existe um numero real /—1, pois nenhum nimero real elevado ao quadrado pode resultar em um
numero negativo. O mesmo pode ser dito da raiz par de qualquer niimero negativo, como em: /—2, v/—1,
v/—3. No entanto, podemos definir que exista um ntimero, chamado niimero imagindrio, ou 7, tal que

1=v—1.
Fazendo isto, tornamos possivel a extracao de raizes pares de ntimeros negativos.

[ Ex.1: V=2=/(-1).2 = V/-1V2 = iv/2 = V2i.

[ Ex.2: v—4=/(-1)4=v—-1V4=1i2 = 2i.

Ex.3: v—9 =13 = 3s.

As raizes de ordens 4, 6 ou maiores podem ser calculadas de forma semelhante (o estudo mais detalhado destas
nao serd feito aqui).

Esses nimeros imagindrios comecaram a ser utilizados no século XVI por matematicos como Cardano e
Bombelli na solucao de algumas equacoes do terceiro grau, mas sé foram completamente aceitos pela comu-
nidade de mateméaticos no século XIX.

Gerdonimo Cardano (1501-1576): matemadtico, fisico e médico italiano. Foi o mais competente algebrista da Euro-
pa na época. Em 1545, publicou Ars Magna, onde relata a solucdo da equacdo x> + px = q e faz observacées sobre
0 novo nimero imaginario.

Rafael Bombelli (cerca de 1526-1573): matemadtico italiano (da Bolonha). Ao resolver a equagdo
2% — 152 — 4 = 0 passou a usar o simbolo v/—1.

Podemos, agora, considerar os chamados niimeros complexos. Estes sao ntimeros que tém uma parte real e
uma parte imaginaria, a + bi, € o conjunto deles é definido por

C={z=a+bi|a€eR, beRei=+—1}

I:Exs.: 2436, 20 = 042, —1+4i,0=0+0i, 1 — L.

Os numeros complexos sao uma generalizacao dos numeros reais e tém aplicagoes em diversas areas da
ciéncia ou da tecnologia. Existem ainda outros nimeros mais gerais que os complexos, como os quatérnions,
que sao escritos a + 1b + jc + kd, onde i, j e k sao nimeros imaginarios, ou os octéonions, que sao ainda mais
gerais. Estes também tém suas dreas de aplicagao, e sao apresentados na Leitura Complementar deste capitulo.
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f) Infinito

A idéia de infinito j& vem fascinando os seres humanos desde os primérdios da antigiiidade. Varios filésofos
e cientistas estudaram esse conceito, desde a Grécia antiga até a segunda metade do século XIX, quando o
matematico russo George Cantor (1845-1918), que também foi o criador da teoria dos conjuntos, desenvolveu
a teoria dos niimeros transfinitos.

Embora nés ndo pretendamos entrar na teoria dos niimeros transfinitos (para isto, veja a Leitura Comple-
mentar deste capitulo), serd 1til para o nosso curso que saibamos algumas das propriedades do infinito. Em
primeiro lugar, devemos saber que o infinito, representado por oo, ndo é um ntmero real. Ele encontra-se fora
desse conjunto e dentro de um conjunto mais geral, chamado de conjunto dos niimeros surreais.

Este numero tem certas peculiaridades. Por exemplo, se somarmos 1 ao infinito, continuamos com in-
finito: 1 + oo = oco. Da mesma forma, qualquer niimero natural somado a infinito continua resultando em
infinito. Se multiplicarmos co por qualquer ntimero natural diferente de zero, continuamos com oo: 2.00 = co.
Multiplicando oo por oo, obtemos oc. De um modo geral, o infinito tem as seguintes propriedades:

a+00=00, a€lR;

a0 =0, a€IRea>0;
a.00o=—00, a € IR ea<0;
=00, a€lR.

2:

I:Exs.: 24 00 = o0, 2.00 = 00, —3.00 = —00, 0O Q.

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1707-1783): grande matemadtico russo. Nasceu em Sao Petersbur-
go, Riissia, e mudou-se com sua familia para a Alemanha quando tinha 11 anos de idade. L4 estudou filosofia, fi-
sica e matematica. Aos 27 anos interessou-se pela idéia de infinito. Trabalhou com conjuntos infinitos e criou a

teoria dos conjuntos. Em seus estudos, criou uma hierarquia para os varios tipos de infinito e foi o primeiro a in-

troduzir a idéia de nimeros transfinitos.

Com isto, terminamos este capitulo. A seguir, temos a Leitura Complementar, um material optativo de
leitura por parte do aluno, que trata de alguns assuntos paralelos ou mais avancados que nao fazem parte do
curso. No capitulo seguinte serdo revistos e estudados os conceitos de relagoes e funcoes.
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Leitura Complementar

A - Ntmeros transfinitos

Os ntmeros transfinitos foram inventados pelo matemdtico russo George Cantor (1845-1918). Estes sao
nimeros iguais ou maiores que o infinito e apresentam propriedades bastantes peculiares. No entanto, antes
que possamos estudé-los, é necessirio introduzir alguns conceitos, como os de cardinalidade e correspondéncia
biunivoca.

a) Cardinalidade de conjuntos

A cardinalidade de um conjunto é o nimero de elementos que este contém. Comecaremos analisando
somente conjuntos com um ndmero finito de elementos, como os dos exemplos a seguir.

Ex.1: indique a cardinalidade do conjunto A = {2,6,7}.
Solugéo: a cardinalidade de A é 3.

Ex.2: indique a cardinalidade do conjunto B = {moinho, carro}.

Solucio: a cardinalidade de B é 2.

Ex.3: indique a cardinalidade do conjunto () = { }.

Solugéo: a cardinalidade de () é 0, pois o conjunto vazio néo tem elemeto algum.

b) Correspondéncia biunivoca

Dizemos que dois conjuntos A e B estdo em correspondéncia biunivoca quando cada elemento de A estd
associado a um unico elemento de B. No nosso caso, estaremos mais interessados em estabelecer uma cor-
respondéncia biunivoca entre um conjunto com um numero finito de elementos e subconjuntos dos nimero
naturais.

Ex.1: correspondéncia biunivoca entre o con- Ex.2: correspondéncia biunivoca entre o con-
junto A = {Ana,Antonio,Beatriz,Carlos,Clau- junto B = {3,—1,2,5} e o conjunto {1,2,3,4}.
dia,Dario} e o conjunto {1,2,3,4,5,6}.

3T 71

Ana <~ 71 1< 2
Antonio = | 72 93
Beatriz = | 3 Bd——>4

Carlos = | ™4

Claudia ™5
“ — 6

Dario

A idéia da correspondéncia biunivoca serve para sistematizar a contagem dos elementos de um determinado
conjunto, isto é, estabelece uma forma de calcular a sua cardinalidade. Para isso, associamos cada um dos
elementos de um conjunto A a elementos do conjunto {1,2,3,4,5,...,n}, onde n serd a cardinalidade do
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conjunto A.

c) Cardinalidade do conjunto dos niimeros naturais

Agora, fagamos a seguinte pergunta: quantos elementos tem o conjunto dos nimeros naturais? A resposta
podera ser obtida estabelecendo uma correspondéncia biunivoca entre IN e o conjunto IN* = {1,2,3,4,... },

feita abaixo.
2 3 4 5 6 -
3 4 5 6 7 ---

A resposta é que o conjunto dos niimeros naturais tem um niimero infinito de elementos. Esse ntimero Cantor
chamou de Xy (Aleph-0), que é a primeira letra do alfabeto hebraico.

—_— O
N <—> =

Propriedades:

Esse ntimero infinito tem as seguintes propriedades, mostradas por meio de correspodéncia biunivoca.

P1) z 4+ Xy =R, z € R.

Demonstragao: podemos estabelecer uma correspondéncia biunivuca entre este conjunto e o conjunto

IN*:
0+x 14+x 2+x 3+x 4+4x 5+x 6-+x
1 2 3 4 5 6 7

Ex.1: o conjunto {2,3,4,5,6,...} = {z +2 | z € IN} tem cardinalidade Ry.

P2) .89 = Ny, z € IR.

Demonstracao: podemos estabelecer uma correspondéncia biunivuca entre este conjunto e o conjunto

IN*:
0z 1x 2z 3z 4z 5% 6z
1 2 3 4 5 6 7

Ex.2: o conjunto {0,2,4,6,8,10,... } = {2z | x € IN} tem cardinalidade Ny.

P3) No® = Ng, 2 € R.

Demonstracao: podemos estabelecer uma correspondéncia biunivuca entre este conjunto e o conjunto
IN*:
0* 17 27 3* 47 5% 67

N

1 2 3 4 b} 6 7
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I: Ex.3: o conjunto {0,4,9,16,25,36,...} = {22 | € IN} tem cardinalidade N.

Estas propriedades estao resumidas a seguir:

4+ Ny =Ny, z € IR;
z.Ng =Ny, = € IR;
Ng” =Ng, z € R.

d) Cardinalidade do conjunto dos niimeros inteiros

Com base nas propriedades acima, podemos responder a uma outra pergunta: quantos elementos tem o
conjunto dos nimeros inteiros? Como existem dois ntimeros inteiros —a e +a para cada niimero natural, com
excecao do 0, temos que o niimero de niimeros inteiros devera ser dado por

Wy —1=Nyg—-1=1NRp.

Portanto, chegamos ao incrivel resultado de que existem tantos ntimeros inteiros quanto niimeros naturais!
Este resultado pode ser confirmado estabelecendo uma correspondéncia biunivuca entre Z e IN*, como

mostrado abaixo.
0 +1 -1 42 -2 +3 -3

AEREEE

1 2 3

e) Cardinalidade do conjunto dos nimeros racionais

Um resultado ainda mais intrigante pode ser obtido quando fazemos a pergunta: quantos elementos tem o
conjunto dos numeros racionais? Para responder a essa pergunta, Cantor desenvlveu um meio de ordenar os
nimeros racionais segundo a seguinte sequéncia:

1 1 1 11
1/2/3 4 5
2 2 2 2 2
1/2/3 4 5
3 3 3 3 3
1/2/3 4 5
4 4 4 4 4
1/2 3 4 5

Se omitirmos os termos repetidos (como, por exemplo, %, %, etc., que sao todos iguais a 1), podemos
estabelecer a seguinte correspondéncia biunivoca:
1 2 1 1 3 4 3
1 1 2 3 1 1 2
1 2 3 4 5 6 7

Portanto, existem exatamente Ny nimeros racionais! Este resultado é espantoso se considerarmos que existem
infinitos nrheros racionais entre quaisquer ntmeros inteiros. Isto mostra que a intui¢cao nao é uma boa guia
quando lidamos com infinitos.
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f) Niumeros transfinitos
Ja sabemos que N§j = ¥ para qualquer ntmero real z. O que acontece se elevarmos ¥g, que nao é um

nimero real, a ele mesmo? A resposta é que obtemos um outro tipo de infinito, muito maior que Ny. Este
numero transfinito (além do infinito) é chamado ¥;.

Ro™0 =y

Este nimero tem as seguintes propriedades, que nao serao demonstradas aqui:

4+ N =8y, z € IR;
TN =8y, z € IR;
N =Ry, z € R;

Rg + Ny = Ny;
Ng.Nl = Nl;
Ny o = Ry,

E agora, o que acontece se elevarmos N; a ele mesmo? Obtemos um outro nimero, maior ainda, chamado
R e
Ny. Da mesma forma, temos que R,;*> = N3, etc., isto é,

NlNl = N?a N2N2 = N?n N3N3 = N4;

Assim, podemos obter nimeros cada vez maiores, todos transfinitos. Esses niimeros sao chamados niimeros
transfinitos.

g) Cardinalidade do conjunto dos niimeros reais
Vamos, agora, fazer a seguinte pergunta: quantos elementos tem o conjunto dos nimeros reais?
A resposta para esta pergunta é que a cardinalidade do conjunto dos niimeros reais é maior que Ng, s6
que nao se sabe se ela é Xy ou outro ntimero transfinito. Por isto, convencionou-se chamar a cardinalidade do
conjunto dos ntiimeros reais de C, que vem de continuo. Esse niimero C' tem as segintes propriedades:

z+C=C, z € R;
z.C=C, z € R;
C*=0C, xz € R;
No—l—C:C;
No.C:C;
CM = (.

Além de ser o nimero de elementos do conjunto dos niimeros reais, C' também é o nimero de pontos em
uma reta. Mais surpreendente é que C' é o nimero de pontos em qualger segmento finito de reta. Isto é
mostrado (ndo demonstrado) na figura abaixo:

Na figura acima, podemos ver que, dado um ponto qualquer, podemos tracar retas a partir desse ponto que
cortam tanto o segmento de reta quanto a reta infinita. Cada ponto da reta infinita fica, entdo, relacionado a
um ponto no segmento de reta. Sendo assim, ambos tém 0 mesmo nimero de pontos.

Usando as propriedades de C, podemos também responder & pergunta de quantos pontos existem em um
plano. Como existem infinitas retas em um plano (C infinitas), o nimero de pontos em um plano é C.C' = C.
Portanto, existem tantos pontos em um plano quanto em uma reta!
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Quantos elementos tem o conjunto dos niimeros complexos? A resposta é novamente C', pois o niimero de
nimeros complexos é dado por C.C = C.
Outro niimero transfinito (que ndo sabemos se é Ny ou maior) pode ser conseguido mediante a operacao

cC¢ =

F é o0 nimero de elementos do conjunto de todas as fungoes possiveis de uma variavel real. F' também é o
numero de elementos do conjunto de todas as funcgoes possiveis de diversas varidveis reais.

Como dissemos antes, nao sabemos se o numero C' é o mesmo que ¥Ny. Existe uma hipétese, chamada
hipétese do continuo, que diz que ndo existem niumeros entre Ng e C. Como consequéncia desta hipdtese,
devemos ter ¥y = C, pois este é o primeiro ntimero apos Ng.

A hipétese do continuo ainda é muito debatida pelos especialistas. Em 1940, Kurt Godel provou que a
hipétese do continuo nao é falsa, isto é, que ela é consistente com a teoria dos conjuntos. Em 1964, Paul J.
Cohen provou que a hipétese do continuo é independente das leis (axiomas) da teoria dos conjuntos. Portanto,
nao se pode provar que a hipétese do continuo é verdadeira utilizando somente as regras da teoria dos conjuntos
atual. Talvez seja necessario adicinar mais uma regra a teoria, mas isto ainda é um assunto de grande debate
entre os especialistas na area.

Kurt Goédel (1906-1978): brilhante matemdatico, nascido em Brno, cidade tcheca que entao pertencia ao Império
Austro-hiingaro. Goédel gostava de estudar os problemas mais fundamentais da matemdtica e em 1931 publicou
um estudo que mostrava que a matemadtica era incompleta em si mesma, mais precisamente que sempre haveria
proposicoes que nao poderiam ser provadas matematicamente. Em 1940 mostrou que a hipétese do continuo nao
é falsa caso se aceite a teoria dos conjuntos. Morreu em Princeton (EUA) de inani¢do, pois recusava-se a comer
devido a uma neurose segundo a qual tentavam envenena-lo.

Paul Joseph Cohen (nascido em 1934): matemdtico americano, recebeu a medalha Fields de matemdtica
(maior prémio existente na drea de matematica) em 1966 , por ter provado que a hipétse do continuo independe
das regras da teoria dos conjuntos. Cohen é professor de matemdtica na Universidade de Princenton (EUA).

Em 1969, John H. Conway, matematico inglés, introduziu a idéia de um conjunto que engloba os niimeros
reais, os transfinitos e os infinitesimais. Um ntimero infinitesimal é um nimero cujo médulo é menor que o de
qualquer nimero real. A esse conjunto foi dado o nome de conjunto dos niimeros surreais.

O conjunto dos niimeros surreais tem uma notacao particular e também regras de como efetuar as operacoes
entre eles que sao consideradas bastante simples. Como exemplo da notacao utilizada para os niimeros surreais,
consideremos o mais simples deles, o zero, definido da seguinte forma:

0={5{} .

onde { } é o conjunto vazio (). Os ntimeros 1 e —1 podem ser definidos a partir do nimero 0 da seguinte forma:

1=({o}{}) , —-1=({}{0}) .

Todos os outros niimeros surreais podem ser obtidos a partir destes. Cada nimero é construido utilizando os
ntimeros obtidos anteriormente. Podemos construir % e —% da seguinte forma:

1 1
S=({OLD) . —5=({-1h{0) .
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Outros niimeros que nao pertencem ao conjunto dos ntimeros reais podem ser conseguidos desse modo. Por
exemplo, podemos ter

w=({1,2,3,4,5... %)) . —w=({}{-1,-2-3,—4,-5,...}) ,

que sao, respectivamente, oo e —oo. Também podemos conseguir o niimero infinitesimal

1111
62({0}7{1155511157'”}) 3

que é um ndimero menor que o menor numero real (com excecdo do 0). Existem regras para operar com
todos esses niimeros, de como soma-los e subtrai-los, multiplica-los ou dividi-los. Por exemplo, um resultado
interessante é que

ew=1,

de modo que podemos considerar ¢ = %, isto é, o nimero infinitesimal € é o inverso do infinito. Também
podemos utilizar as regras de multiplicacio para definir poténcias como w?, w® e w™", que sdo outros niveis
de infinito.

Apesar de apresentar muitas propriedades interessantes, o conjunto dos niimeros surreais ainda nao foi bem
explorado e suas implicacées podem ser revolucionarias para diversos ramos da ciéncia e da técnica.

John H. Conway (nascido em 1937): matemadtico inglés nascido em Liverpool. Conway é um génio que fez vdrias
contribui¢ées em diversas areas da matemadtica. Entre suas criacoes mais famosas estao os nimeros surreais € o jo-
go da vida. O iltimo é um jogo com regras muito simples mas que desenvolve uma extrema complexidade a partir
delas. Um fato interessante é que os numeros surreais foram criados por Conway quando ele estudava métodos de
se jogar um jogo japonés chamado Go. Atualmente, é professor em Princeton (EUA).

Outra forma de generalizar os niimeros reais é seguindo a mesma linha que levou aos niimeros complexos.

Podemos definir os quatérnions como sendo uma generalizacdo dos complexos. Eles sao definidos da seguinte
forma:

r=a+ b+ cj+ dk,

onde os nimeros i, j e k obedecem as relagoes

o L[] | 4| &k
A i i|-1| k|—j
k= —kj=i ilal=k|=1] i
ki = —ik =j Ellk| 5| —i|-1

Em geral, quatérnions ndo comutam, isto é, dados dois quatérnions a e b, temos que, em geral, a.b # b.a.
Eles podem ser representados por matrizes se definirmos

01 00O 00 0 -1
i -1 0 00 j= 00 -1 0
00 01 ’ 01 0 O ’
00 -1 0 10 0 O
0 0 -1 0 1 0 00
b — 0 0 01 1— 0100 )
1 0 00 ’ 0010 '
0 -1 00 0 0 01
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Estas, quando multiplicadas, seguem as mesmas regras definidas na tabela anterior.
Quatérnions podem ser usados em céalculos de rotacées no espaco, no estudo do spin de particulas e na
Teoria da Relatividade Restrita.

Podemos generalizar o conjuntos dos quatérnions ainda mais, obtendo o conjunto dos octénions, que sao
dados por

| = a+ big + cit + diy + ei + fia + gis + hig ,

onde

L 1] do] o] o] ds] iaf d5] o]

1 1 20 ’il ’i2 'i3 ’i4 ’i5 ’i6
20 |20 | —1| 3| 46| —01 15 | —14 | —12
11 || %1 | =3 | —1| 24| d0|—t2| 6| —i5
19 || 12 | —%¢ | —t4 | —1| 5| 41| —i3]| 1o
13 %3] 1| —% | —t5| —1| 16 19 | —i4
14 || %4 | —%5 | 42| —%1|—%6| —1| 0| 13
i5 || 5 | %4 | —tg| 43| —t2|—% | —1| %1
6 || 6 | %2 i5 | —tg | 44| —i3| 41| —1

Octonions em geral nio sdo associativos, isto é, dados trés octénions a, b e ¢, temos que, em geral, a+(b+c) #
(a + b) 4+ ¢. Por isso, nao podem ser representados por matrizes porque essas sao associativas.

Octonions podem ser usados nos célculos de movimentos em 7 ou oito dimensoes e em QCD (Quantum
Chromodynamics, ou Cromodindmica Quantica), que é a teoria da for¢a nuclear forte.

Outras generalizacoes podem ser feitas, dando origem ao conjunto dos hexadecanions e, em geral, dos 2"-
onions.

José Francisco Marques, Introduc¢ao a Teoria dos Nimeros, (1993) Editora UNIMEP (uma introdugio simples e
didatica aos nimeros transfinitos).

D. E. Knuth, Surreal Numbers, (1974) Addison-Wesley (uma introdugdo bastante acessivel para quem quer saber
mais sobre os nimeros surreais).

John H. Conway, The Book of Numbers, (1996) Springer-Verlag (um livro bastante interessante que fala sobre
nimeros).

Muito material de qualidade (incluindo biografias de véarios matematicos) pode ser conseguido na internet no
Wolfram Research, http://www.mathworld.com.



