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Predmluva

Oprasil serii stati o kombinatorice a linedrni algebre, které vychazely v internetovém
Casopise Natura. Byly plvodné minény jako cCesky komentdf ke knize Matrix
Combinatorix and Algebra, ktera tam byla prezentovana ve formatech ESO a TEX. ESO
byl prastary DOSovsky cesky editor, ktery mél umoziovat matematickou sazbu ve
formatu TEX. Byl urcen pro matematiku a byla to kopie jesté starsiho formatu Chiwriter.
Ve formatu TEX je Matrix Combinatorix and Algebra dostupna na mé strance

mujweb.cz/veda/kunzmilan, pfipadné je tam i ve formatu PDF.

Sam jsem se charakterizoval jsem se jako kadet Biegler, ktery pfi ddstojnickém Skoleni o
kddovani vyrusi pospavajici starsi dlstojniky vykfikem: ,Jesusmarja, es stimt nicht."
Snad vsSichni vite, ze se jednalo o pouziti knihy “Slinde der Vater” pro zasilani tajnych
zprav. M@l se pouZit druhy dil oné publikace, avéak Svejk po interni informaci, Ze pani
dUstojnici v poli moc toho nenactou, rozdal jen prvy dil. Ten dojem néjaké chyby jsem
mél pri Cteni ucebnic matematiky. Zacinaji sice zdanlivé od zacatku a nejjednodussich

definici, ale chybi v nich zakladni vysvétleni.

Sled udalosti, které vedly k mému vykriku byly tfi: egyptsko-israelska valka v roce 1967,

vstup vojsk v roce 1968 a utajovani karcinogenity vinylchloridu.

Moje akademické matematické vzdélani je chatrné. Co jsem se naucil na technice o
derivacich a integralech jsem davno zapomnél. Plvodné jsem inZenyr chemie a pracoval
jsem v armadni laboratori. Jako dlsledek egyptsko-israelska valky jsem ziskal praci v
Egypté, kde jsem nahradil kolegu, ktery mél za manzelku Zidovku, takze by musel jet do
Egypta sam. V Egypté jsem se zapletl v rdmci normalizace do osobnich sporll a za svou
troufalost jsem byl potrestan a propustén z armady. Kdyz uz to vypadalo velmi bledg,
nékdo mél zajem na tom, abych nemohl pracovat s vyuzitim své kvalifikace, jsem
s pomoci dobrych Gfednikl na pracaku skoncil v patentovém oddéleni, coz jsem
povazoval za ponizeni. Moc prace tam nebylo, musel jsem si ji vymyslet sam, abych
nevypadal nezaméstnané a nebyl pfi néjaké reorganizaci jako nadbyteCny propustén.
Tak jsem si vymyslel projekt, patentovou reSersi tykajici se rozdéleni patentl mezi

prihlasSovatele.


http://mujweb.cz/veda/kunzmilan

V kazdém oboru existuje spousta pfihlasovatell, ktefi podaji v daném obdobi jednu
prihlasku, mnohem méné je téch, ktefi podaji dvé a mezi tisicovkami pfihlasovatell jsou
jen ojedinéli, ktefi maji stovky prihlasek.

Takové rozdéleni neni nic neobvyklého. Mezi desiti miliony Cech@ je jen nékolik
miliardara.

Zavér reSerSe byl takovy, jak jsem predpokladal. Velké svétové firmy dovedou
koncentrovat ve vyzkumu velké kolektivy zamérené na komplexni feSeni jednoho
problému a jsou schopné realizovat projekty v kratkych Ihdtach. U nas kazdy schopny
badatel mél sv{j vlastni Gkol a pokud byl obratnry, vydrzel mu aZz do penze bez

problémd s realizaci.

Kdyz jsem mél napsanou zpravu, chtél jsem si prilepSit a vysledky publikovat. Byly
docela zajimavé, grafy zavislosti poctu pfihlasovateld na poctu prihlasek byly pfi pouziti

dvoji logaritmické stupnice vcelku linearni.

S jednou vyjimkou. U polyvinylchloridu (PVC) chybély velké firmy a graf byl velice

neuhledny.

Pozdéji jsem naSel vysvétleni této anomalie. ZpUsobila ji karcinogenita vinylchloridu.
Polyvinylchlorid v té dobé obsahoval dost velkd mnozstvi volného vinylchloridu a ten
vyvolaval rakovinu jak u délnikl ve vyrobé, tak mozna i u spotrebitelll, zvlasté u déti,

protoze se pouzivaly jako velka vymoZenost pleny z tohoto materialu.

Velci producenti financovali tajné vyzkum vedouci k stanoveni stupné nebezpeci a
mezitim omezili dalSi vyvoj technologii, pripadné vysledky utajovali, pokud se zamérili na
feseni problému snizeni mnozstvi zbytkového vinylchloridu v kone¢ném produktu a
zvySeni bezpecnosti vyroby. Kdyby k témto udalostem nedoslo, asi by mne problém

korelace netrapil a tak bych svij problém minul.

Pfi pokusech o korelaci vSech vysledkd pomoci logaritmicko normalniho rozdéleni jsem
musel fesit problém prebytku nahodnych prihlasovatell s nékolika pfihlaskami. Tady byla
korelace ve vsech pripadech nelinearni. Mél jsem mlhavé znalosti o teorii informace a
funkci entropie jsem znal z fyziky. Tak mi napadlo dosazovat do grafd misto logaritmu
poCtl patentd logaritmus faktoridlu tohoto poctu. Funkce faktoridlu roste stale rychleji

(fada je 1, 1, 2, 6, 24), takze po dvojim logaritmovani vyrovnala pocatecni prebytek a



dala prijatelné vysledky. Pfi tom jsem jeSté musel vyresit zadrhel s dvojitym logaritmem
jednotky. Pfi prvém logaritmovani dostaneme nulu a ta da pri dalSim logaritmovani

minus nekonecno. Tak se musely vSechny frekvence zvétsit o jednotku.

V tomto stadiu jsem uz mohl vysledky publikovat. Vybral jsem si ¢asopis Ufadu pro
vynalezy a objevy. Sice tam takové prace nevychazely, ale predpokladal jsem, ze maji
korektory, dosti zkuSené z korektur patentovych spisd. MUj predpoklad byl chybny. V
uverejnénych ¢lancich je tolik chyb, ze jsem se pozdéji neodvazil k témto paskvillim
hlasit.

Postupné jsem si uvédomil, ze jsem udélal néco, co se normalné nedéld, totiz korelace
entropie s energii (pocet vynalez{ Ize povazovat za ukazatel tvirci energie autorll, nebo
se mylim?). Problém mne posed|, témér jsem nemohl spat, vytahl jsem starou ucebnici
fyziky a zkousel polozapomenuté matematické kumsty. Kdyz jsem neuspél, zasel jsem do
knihovny. Vyp(icil jsem si Shannonovu praci o teorii informace a zjistil, Ze informacni a
fyzikalni entropie jsou dvé odliSné funkce. To bylo jisté, problém byl stanovit, v jakém

jsou vzajemném vztahu.

Marné jsem déle nez rok patral v literature a studoval kombinatoriku a také teorii matic.

Konec¢né mne napadlo jit k pramendim a prostudovat si originalni Boltzmannovy prace.

Boltzmann spojil termodynamickou funkci entropie s pravdépodobnosti. Tim si zpUsobil
fadu neprijemnosti. Jeho kolegové si vymysleli paradoxy, aby dokazaly chybnost jeho
teorie. To po nékolika desitkach letech prispélo ktomu, Zze Boltzmann skonil

sebevrazdou.

Po prvé jsem se svym pozadavkem na sto let starou publikaci v knihovné neuspél, mél
jsem Stésti az napodruhé. Bylo to zrovna sto let od jejiho vydani. Nevim, zda ji mél
opravdu nékdo vypljcenou, nebo se jen knihovni sluzba nenamahala s hledanim
v zapraseném skladu. To vSak bylo dobre, protoze jsem mezitim zacal chapat

kombinatoriku.

Kdyz jsem si zazloutlou publikaci donesl, ani jsem ji celou poradné neprostudoval.
Zaujala mne totiz tabulka rozdéleni sedmi kvant energie mezi sedm castic. No opravdu,

dlouho pred Planckem a jeho kvantovou teorii 0 tom Boltzmann premyslel.



Seznamite se stou tabulkou pozdéji. J& jsem zacal pocitat. Mél uz jsem kapesni

kalkulacku a tak jsem byl rychle hotov s ovéfenim prepokladaného vysledku 77.

S nadSenim jsem se pokusil vysledek publikovat v odborném casopise. M{j clanek
odmitli s odGvodnénim Ze je nesrozumitelny. To mne nastvalo, tak jsem to sepsal trochu
podrobnéji a poslal do ¢asopisu Véda a technika mladezi, ktery jsem sledoval se synem.

Tam ¢lanek prijali jako docela pochopitelny pro jejich ¢tenare.

TehdejSi redaktor mél ctizadost publikovat nové teorie a tak poskytoval misto takovym
lahGdkam jako byla mentionova teorie doktora Kahudy. Byvaly ministr Skolstvi byl
plvodnim povolanim profesor fyziky. Dostal po roce 1968 trafiku, laborator pro vyzkum

parapsychologie, coz bylo v materialisticky orientovaném rezimu trochu paradoxni.

Plati vSak pfislovi o tonoucim, ktery se stébla chyta. Americané, ktefi zadné ideologické
zabrany neméli a jako idealisté dlvéfujici v Boha mohou véfit na duchy, strasidla a
cokoliv se jim libi, se pokouseli pomoci nadprirozenych mentalnich sil vyresit problém
spojeni s ponorenymi ponorkami. Pro jistotu, aby se néco nezanedbalo, organizovaly se
podobné aktivity i v SSSR.

Aby dokdazal materidlni podstatu svého vyzkumu, Kahuda prevzal od obskurnich
sovétskych pavédcl hypotézu o existenci Castic intelektudlni energie. Vymyslel slozité
teorie pIné neovéfitelnych vzorcl. Oficidlni oponenti byli zdvofili a hlavné opatrni,
Kahuda se mohl za Spatny posudek mstit. Mohl tedy vesele badat. S publikovanim to asi
mél t&7&i, své schopnosti rozvinul v fadé publikaci v Casopise lékard Ceskych, ktery
pripustil diskusi. Té jsem se s kolegy z vyzkumaku nadsené Ucastnil, dokud ji redakce
nezastavila. Vedle potéSeni z nékterych pot'ouchlosti, které jsem si dovolil (pouzil jsem
vyraz demention pro zapornou mentalni energii, ovsem velmi decentné) mne to privedlo

k studiu teorie grafl a jejich aplikaci v chemii.

Postupné se mi podarilo dosahnout nékolik originalnich vysledk(. Bohuzel jsem se s nimi
chlubil na Internetu. Ten nejvyznamnéjSi, feSeni Laplace-Kirchhoffova problému
vodivosti elektrickych siti, byl znam jesté nez jsem se narodil. O tom vSak nevédéli ani

recenzenti a redaktori prestizniho casopisu.



Také pocatecni problém, existenci dvou polynomickych koeficientld jsem nasel v jedné
priruce statistiky. Byla tam uvedena jako dodatek na konci néjaké kapitoly bez

objasnéni vyznamu.

Predkladana publikace obsahuje Uvod do mnoharozmérného prirozeného Euklidova a

Hilbertova prostoru.

Pfirozeny zde znamena totéZ jako ve vyrazu ,pfirozené Cislo". Tento vyraz neni docela

samozrejmy, je treba vyresit problém, zda je nula prirozené Cislo ¢i nikoliv.

Nékteré dalsi konstrukce jdou mimo tento pfirozeny ramec. Snazim se obejit bez vzorcd,
které najdete v odborné verzi. Domnivam se, Ze i bez téch vzorcd mdze byt Maticova

kombinatorika a algebra uzite¢na pro mnoho ctenara.
Omlouvam se za néktera opakovani urcitych informaci v rliznych kapitolach.

Ctenare musim predem varovat, jak uz jsem uvedl, k sepsani této knihy nemam Zadné
Uredni opravnéni. Byvaly predseda Akademie véd dokonce zpochybnil moje nazory na
urCité problémy. Opiram se vSak o originalni vysledky, které byly zverejnény ve

védeckych Casopisech a prosly diikladnou recenzi.



Obsah

. Trochu nematematicky Uvod

. Hilbertdv prostor

. Partitio numerorum

. Grupy symetrie

. Hratky s Pascalovymi trojuhelniky
. Kniha Prirody

Hratky s kostkami

. Teorie grafil

W 00 N O U D W N

. Enumerace grafii

10. Vlastni hodnoty a vlastni vektory matic
11. Inverzni matice

12. Matice vzdalenosti

13. Zenonovy grafy

14. Diferencialni rovnice

15. Entropie

43

61

14
22
30
37

48
53
57

71
80
85
91
94



1 Trochu nematematicky tvod

Ctete scifi ¢asopis a v téch se to jenom hemzi samymi hyperprostory ¢tvrté a vyssi
dimenze, singularitami, v nichZz zmizi hladce celé vesmirné koraby vletné osadky a
palubnich kocek, a mnoha dalSimi terminy, které jste ve Skole vibec neslyseli a pokud
jste je slyseli, tak jste jim nerozuméli, a kdyz se vam zdalo, Ze jste jim porozuméli, tak
jste si je nedovedli predstavit. Jasny obraz o nich nemaji ani sami matematici, ktefi si je
vymysleli. Kdyz se pokusite namalovat aspon deformované tfeba jen Ctyfrozmérnou
krychli, pak vypad3, jako kdyby jste se divali na obycejnou trojrozmérnou krychli opili.
Uvidite vSechno rozmazané dvakrat a mimo normalnich car jesté dalSi hrany a plochy

takze, da dost premysleni, abyste se v té zméti car vyznali.

Existuje vSak jesté jiny zplsob, jak do vysSich prostorl proniknout. Pfedem si vSak
musime pfipravit zebfik, ktery nam to umozni. Tim Zebfikem budou definice termind:

plocha a téleso. Oba terminy jsou zaménitelné vzhledem k nasleduijici definici.
Definice zni:
n-rozmérné téleso je plocha v (n + 1) rozmérném prostoru.

Zacneme bodem, coz je bezrozmérné téleso. Tim minime, ze bod je téleso v prostoru o
rozméru nula. Tento prostor jsem si tak trochu vymyslel, ale prosté jsem jej potreboval

jako Uplny pocatek.

Toto téleso, tedy tento bod, by mél byt podle definice plochou v jednorozmérném

prostoru.

Co vSak je jednorozmérné téleso? To si mizeme nejjednoduseji predstavit jako primku
(kdybychom toto prfimé téleso zakrivili, tak bychom si vSechny Gvahy hned od pocatku
zkomplikovali, i kdyZ by byly mozna obecnéjsi).

Bod déli jednorozmérné téleso na dvé casti. Kdyz si bod predstavime jako rez, tak jako
plocha rozdéli primku na dvé ¢asti. Bod je to misto, kde se primka rozpadla. Dostaneme
dvé polopfimky. Obé maiji sv{j konec. Tady se vyskytuje prvni problém: rozdélil se bod
na dva koncové body, nebo jsme rozdélili pfimku mezi body? Vzdyt' si pfimku mizeme
predstavit také jako velmi hustou fadu bod0, které Uplné splyvaji, jak jsou husté

usporadany. Kdyz kreslite pfimku, tahnete pero souvisle a ¢ara se zda spojita. Pri velmi



velkém zvétseni bychom vsak rozlisili jednotlivé ¢astice inkoustu a ¢ara by se jevila jako

pas jednotlivych skvrn.

Dva rlizné body pfimku omezi. Tim ndam vznikne omezené jednorozmérné téleso zvané

usecka.

Dvojrozmérné téleso je plocha v trojrozmérném prostoru. Opét si tuto plochu
nejjednoduseji predstavime jako rovinu. Pfimka v dvojrozmérném prostoru odpovida
svou funkci bodu v jednorozmérném prostoru a déli dvojrozmérné téleso na dvé Casti.
Pro omezeni dvojrozmérného télesa potfebujeme tfi nerovnobézné primky, které vytvori

trojuhelnik.
Tady jsme dospéli k prvému zavéru:

Omezenou plochu v n-rozmérném prostoru omezuje (n + 1) hran.
Dvojrozmérné téleso je plocha v trojrozmérném prostoru a déli tento prostor na dvé
Casti. Abychom vymezili trojrozmérné téleso, potrebujeme o jednu o jednu plochu vice
nez ma téleso rozmérd, tedy ctyfi. Ctyfi trojihelniky vytvori ¢tyfstén, co? je trojrozmérné
téleso s nejmensim poctem hran (pokud neuvazujeme o kouli a jinych sférickych

télesech. O téch se vSak da tvrdit, ze maji nekonecné mnoho hran).

Zatim je vSe docela elementarni, ale ted’ nas indukce vede k zavéru, ze trojrozmérné

téleso by mélo byt plochou v ¢tyfrozmérném prostoru!

Ten vykricnik by v odborném textu nemél vyskytovat, ale tvrzeni je prekvapuiici. Je treba

jej také dokazat, coZ provedeme pozdéji. Ted’ pouze problém demonstrujeme.

Oznacime vrcholy pravidelného Ctyrsténu koordinatami:

(4,0,0,0)

(0,4,0,0)

(0,0,4,0)

(0,0,0,4).
KaZdou hranu rozdélime na Ctyfi stejné Casti. Pak uz snadno budeme hledat tfeba bod
(3, 1, 0, 0), ten lezi na jedné ze Sesti dvojrozmérnych hran. Bod (2, 1, 1, 0) lezi uvnitf
Ctyrsténu asi v poloviné jeho vysky a bod (1, 1, 1, 1) lezi ve stfedu ctyrsténu na
priseciku ploch rovnobéznych se stranami. VSimnéte si, Ze soucet koordinat je vzdy

Ctyri. I kdybychom hledali body s necelociselnymi koordinatami, bude jejich soucet opét



vzdy Ctyfi. Zavedli jsme také ctyfi Cisla urcujici polohy bodd, a vidime tedy plochu

z Ctyfrozmérného prostoru.

Jestli mému tvrzeni neveérite, pokuste se nalézt bod s koordinatami (0, 0, 0, 0). Mél by
byt ve stejné vzdalenosti od vSech vrcholl Ctyfsténu. Bod vyhovuijici této podmince
uvnitr Ctyrsténu sice existuje, ale ma koordinaty (1, 1, 1, 1). Bod (0, 0, 0, 0) musi
existovat mimo Ctyfstén a my jej prosté v nasSich tfech rozmérech nevidime, leda
bychom do hry zapojili ¢as a Ctyfstén odsunuli z jeho plvodniho mista soucasnym

posunutim vSech Ctyr os.

Tady jsme to trochu uspéchali, méli bychom si rozebrat, jak se prostor vlastné
konstruuje, k tomuto problému se vSak vratime. NeZ postoupime dale, méli bychom si
vSimnout, co se stane, kdyz Ctyrstén sklopime do dvojrozmérného prostoru, tedy kdyz

jej promitneme na rovinu.
Bud’ jej mdZeme stlacit na jednu sténu. PFi tom se zkrati tfi hrany a zmensi se tfi stény.

Nebo se dvé hrany prodlouzi a Ctyfstén uvidime jako Ctverec s dvéma uhloprickami.
Takovy Ctverec je znam jako Uplny graf K4 (trojuhelnik je Uplny graf K3). Pfi sklopeni
Ctyrsténu do dvojrozmérného prostoru se nam jeho stény prekryly, bud’' v poméru 3:1 (3
trojuhelniky a trojuhelnikova zakladna) nebo v poméru 2:2 (vidy dva pravouhlé

trojuhelniky nad obéma uhloprickami).

Podobny Ukaz se projevi, kdyz se pokusime nahlédnout do patého rozméru. PouZijeme
konstrukci vyssiho rozméru, ktera nam prikazuje najit bod lezici mimo dany prostor a

spustit z néj spojnice k zakladnimu prostoru.

Zacneme Ctyrsténem rovnomeérné stlacenym na trojuhelnik. Z bodu leziciho mimo rovinu
spustime spojnice k jeho vSem ctyfem vrcholdim, i k tomu uprostfed. Tento cCtyfstén
vytvori jednu sténu nového télesa. Samotné Ctyfrozmérné téleso bude mit tvar trojboké
pyramidy, coz je soucasné jedna strana télesa. Ta nam prekryva dalsi tfi strany,
Ctyrstény, které objevime uvnitr tohoto viditelného Ctyrsténu kolem pFimky spusténé na

prostredni vrchol zakladniho Ctyfsténu.
V pripadé ctyrsténu deformovaného na ctverec vznikne Ctyrboka pyramida. Zaklad
pyramidy tvofi jednu sténu Ctyfrozmérného télesa, dalsi Ctyfi objevime po dvojicich nad

obéma uhloprickami Ctverce.



Kone¢né miZeme spustit spojnice k ¢tyfem vrcholdm nedeformovaného cCtyrsténu.
Dostaneme Sestistén, trojstrannou bipyramidu. Dva ctyrstény k sobé prilehnou jednou
dvojrozmérnou sténou. V tomto pfipadé lezi uvnitf télesa jen jedna primkova spojnice

vrchold. Ta tvori spolecnou dvojrozmérnou hranu zbyvajicich tfi ¢tyrsténd.
Ve vSech trech pripadech vidime jen stény télesa. Ty nam prekryvaji vnitfek télesa.

Posledné ukazané Ctyfrozmérné téleso doslova sevrete do obou dlani. Aby jste jej mohli

|épe prostudovat, pripravte si tuzku a list tuzsiho papiru.

Postavte ruku na rovnou plochu stolu tak, aby se desky dotykaly palec, ukazovacek a
prostrednicek, které by mély vytvorit vrcholy trojuhelniku. Jeho hrany si musite jen
predstavit, pokud to nedovedete, tak si je nakreslete na papir. A ted’ si vSimnéte, ze
vase tfi prsty tvofi, vzdy po dvou, hrany dalSich tfi trojuhelnikd. Ke tfem bodlm
tvorenymi konecky prstd si predstavte Ctvrty nékde v dlani mezi prsty. Prostor mezi
deskou a vasi dlani je dost nepravidelny ctyfstén. Jestli se vam nelibi, mlzete si udélat
lepsi ze Spejli.

Ted se na ten prazdny prostor mezi svymi prsty znovu podivejte. S trochou fantazie

vidite Ctyfrozmérnou rovinu, i kdyz trochu hrbolatou.

Sepnéte obé dlané, aby se opét dotykaly jen tfi prsty. Spolu s pomysinymi dvéma body
vdlanich mate pét vrcholl, které se obycejnym smrtelniklm, odsouzenym Zit
v trojrozmérném prostoru jevi jako trojstranny dvojity jehlan omezeny 6 trojuhelniky. My
se vSak presvédcime, zZe je to pétirozmérna plocha, tedy Ctyfrozmérné téleso. Napred
vezméte mezi prsty list papiru a snadno uvidite dva cCtyrstény, spojené jednou
dvojrozmérnou sténou predstavovanou listem papiru. Jsou tvorené obéma dlanémi. Pak
stisknéte mezi dlané tuzku, aby se jeji konce opiraly o pomysiné vrcholy ctyfsténll. Ted'
to chce trochu predstavivosti, uvédomit si, Zze tuzka je spolecna hrana tfi Ctyrsténd,
jejichZ dalsi Ctyfi hrany tvori vZzdy dvojice spojenych prstd a Sestou hranou je pomysina

spojnice Spicek prstd.

Abyste si ty imaginarni hrany lépe predstavili, propichnéte papir uprostfed tuzkou a
seviete jej znovu mezi prsty. Ted’ tu mate pohromadé pét Ctyfsténl, dva oddélené
papirem a tfi tuZzkou.Jenom je nemUZete vidét najednou, protozZe na to v nasem prostoru

nemame dost mista. Musite si je predstavovat stfidavé, protoze se vam v dlanich



prekryvaji. Ale to stfidavé predstavovani si jednotlivych ploch Ctyfrozmérného télesa,
které se déje v ¢ase, nam dopliuje tfi geometrické rozmeéry ctvrtym. Ten ma vSak docela
jiné vlastnosti nez 3 geometrické rozméry. Nase télo v ném existuje jako ohnisko
unasené jeho proudem, ale nase mysl se v ném mize pohybovat docela snadno a vnikat

do libovolné dimenze.

Ostatné, ani ostatni osy naseho trojrozmérného prostoru nejsou vzajemné zcela
rovnocenné. Jen to zkuste, bézet do strany nebo pozpatku. Stoupat po zebriku je

mnohem namahavéjsi nez chlize po roviné.

Jestli se vam chce, milzete pokraCovat ve studiu vicerozmérnych téles stejnym
zplsobem do omrzeni. Tuzku a papir mate po ruce, nakreslete si 6 bodl, spojte vsechny
body hranami a najdéte vSech 6 ctyfrozmérnych ploch, které vymezuji pétirozmérné

téleso.
V teorii grafll jsou vicerozmérna télesa znama jako Uplné grafy (viz kapitolu Grafy).

Teorie grafli se obvykle obejde bez urceni rozméru grafu. Zabyva se vSak moznosti
kreslit grafy, aniz by se jejich dvojrozmé&rmé hrany protinaly. Uplny graf Ks je jednim ze

dvou zakladnich nerovinnych graf.

Upiné grafy K(4), co? je ctyrstén, a K(5).



Vicerozmérna télesa se promitnou do naseho prostoru vzdy deformované. Jednou
z moznosti jejich zviditelnéni mlze byt, Ze se stfidavé objevuji rlizné aspekty télesa.
Pokud by mikrocCastice byly vicerozmérna télesa, potom by méla v trojrozmérném
prostoru kmitat, aby si udrzela svdj tvar. Nebo Uvahu mdZeme obratit: kdyz se nam néco
jevi jako vina, potom se mlze jednat o vicerozmérny objekt, ktery se snazi promitnout
do naseho prostoru. Néco podobného predpoklada i teorie strun. Samotna predstava
existence jevd, které pfimo nevnimame je dost stara a prisel s ni Platon. Podle néj si
mame predstavit, Ze sedime v jeskyni, na jejiz sténu se promitaji jevy z vnéjsiho svéta.
V anglictiné je to zvlasté instruktivni, protoZze cave znamena jak jeskyni, tak lebecni

dutinu.
Chtélo by se poznamenat: ,It is elementary, dear Watson."

V matematice se pro vicerozmérné prostory pouzivaji predpony hyper- nebo nad-, tedy
treba nadrovina. My se této hyperinflaci vyvhneme a nebudeme je zavadét. Jiné terminy

pouzivané pro vztah plochy a télesa jsou simplex a komplex.

Pokud mate ve zvyku sepnout k meditaci vSechny prsty, tak si oblas uvédomte co vse
vlastné mate v téch chvilich ve svych dlanich. Jestli se vam dostane osviceni jako
zasvécencim zen budhismu, pak se vam snad podafi nahlédnout dovnitf prostoru, ktery

se jen zda byt prazdny.
V nasledujicich kapitolach se budeme zabyvat vlastnostmi prostoru podrobnéji.

Ted si jesté definujme prirozeny prostor. Pouzijeme analogie s prirozenymi Cisly.
Pfirozeny prostor je prostor, kde koordinaty jednotlivych bodd mohou byt jen pfirozena
Cisla. Tady bychom méli definovat jednotkovy vektor jako uz pouzity zapis zavorek a
Cislic oddélenych ¢arkami (0, 0, 1, 0), coz znamena ze treti vektor ma jednotkovou délku
a ostatni tfi vektory jsou nulové. Ty nuly prosté potfebujeme, bez nich se neobejdeme.
Mohli bychom nechavat policka mezi ¢arkami prazdna, ale to je jen jina forma zapisu

nuly, ktera neni prakticka.



2 Hilbertdv prostor
V Uvodu jsme se zabyvali vicerozmérnymi prostory a potizemi, kdyz se snazime
predstavit si vicerozmérna télesa ¢i plochy. Pokud se je pokusime vméstnat do naseho

trojrozmérného prostoru, musime je deformovat.

Tento nedostatek nemusi vibec znamenat, ze by nase smysly byly nerozvinuté a Ze
jednou se nam rozvinou néjaké nové organy pro tyto rozméry, nebo Ze se vyvine néjaky
enhled (jako dalekohled nebo drobnohled), ktery umozni pohled do n-rozmérnych

prostorl mikrokosmu nebo makrokosmu.

S mnohorozmérnym Euklidovym prostorem je isomorfni (shodny) prostor s daleko meékci
podminkou pro vztahy mezi jednotlivymi vektory. VSechny vektory nemusi byt vzajemné
kolmé, zcela postacuje, aby kazdy vektor byl kolmy k souctu vSech ostatnich vektord.
Tak se nam kazdy vicerozmérny vektor vejde dokonce na dvojrozmérnou plochu. Tento

prostor se v ucebnicich oznacuje jako Hilbertdv prostor.

Vektor je na rozdil od Cisla charakterizovan dvéma Udaji, svou velikosti a smérem. Pokud
si uréime jednotku délky vektoru (pfiklad 1 metr, 1 milimetr, 1 palec, 1 litr, 1 kilogram),
pak velikost vektoru je Cislo, kterym musime jednotkovou délku nasobit. Nu a smér

vektoru je prosté smér Usecky, ktera vektor predstavuje.

Vektory secitame tak, Zze ke konci prvého vektoru (obvykle se konec oznaluje Sipkou
ukazujici sou¢asné smér vektoru) prilozime pocatek druhého vektoru, ke konci druhého

vektoru prilozime pocatek tretiho vektoru a tak dale.

Pokud si predstavime ciselnou osu (pravitko) potom i obycejné secitani Cisel je vlastné
vektorovym secitanim, v tomto pripadé vektorl stejného sméru a odCitani je secitani

vektord opacného sméru.

V Hilbertové prostoru potrebujeme k secitani Cisel pravouhly trojuhelnik. Vezméte si jej
k ruce a zkuste secist dvé odvésny (strany trojuhelniku svirajici pravy uhel) jednotkové
délky. Prepona se shoduje s Uhlopfickou jednotkového ctverce a jeji délka je druha
odmocnina ze dvou. Prilozte trojuhelnik k preponé a vztyéte na jednom jejim konci dalsi
odvésnu jednotkové délky. Tato prepona ma délku druhé odmocniny ze 3, coz je délka

Uhlopficky krychle. Uhel mezi prvymi dvéma odvésnami a teti odvésnou neni pravy.



OvSem pokyn doslova znél ,vztycte na jednom jejim konci dalSi odvésnu jednotkové
délky™! To jste si méli tu krychli predstavit a vést treti odvésnu kolmo k roviné prvych

dvou.

Pokud jste prikaz provedli doslova, otocte vznikly druhy trojuhelnik opatrné do plochy
papiru. Tim jsou jeho rozméry zcela zachovany. Tak ziskate misto pro Ctvrty vektor kolmy
k souctu prvych tfi vektorQ. Je zfejmé, Ze s Pythagorovymi trojuhelniky Ize pokracovat
do nekonecna a Ze délka vysledné odvésny bude vzdy druhou odmocninou souctu

¢tvercll vSech vektord. V fadé pripadd Ize operovat pfimo se souctem Ctvercd.

Zminili jsme nekonecno. Toto Cislo je ddlezité. Pokud to nebude nekonecno, mélo by to
byt hodné velké Cislo, asi takové, jako je Avogadrovo Cislo (pocty molekul). Pokud mame
tolik trojrozmérnych vektorl rlizného sméru, pak si mZzeme byt skoro jisti, Ze mezi nimi
najdeme dva na sebe kolmé. Ani treti vektor kolmy k roviné prvych dvou, ¢tvrty vektor

kolmy k roviné prvych tii atd..

Jestli si myslite, Ze je to sice hezké, ale Ze Hilbertlv prostor v dennim Zivoté k nicemu

nepotrebujete, tak si ukazeme néco jiného.

V kazdém bodu kruznice opsané kolem prliméru lze vytvorit pravouhly trojuhelnik,
v némz prlimér je preponou. Mezi vSemi pary odvésen urcité existuje zvlastni dvojice,

ktera ma tyto vlastnosti:

Pokud ctverec prepony je souctem Ctvercl n Cisel, potom Ctverec jedné z odvésen ma
plochu nm? a ¢tverec druhé odvésny je soucet rozdilu ¢tverc. Tomu tuénému m (byva
oznaceno VveétsSinou jinak, Casto jako m s carou nad pismenem) se rika aritmeticky

prdmér a najde se sectenim vSech velikosti vektor( a podélenim jejich poctem n.

Druha odvésna da aritmeticky primér m nasobeny druhou odmocninou cisla n. O tomto
Cislu jsme si rekli, ze je to délka Uhlopficky n-rozmérné krychle. Abychom mohli
porovnavat délku druhé odvésny s aritmetickym primérem, musime také tuto délku
normalizovat na jednotkovou délku délenim Cislem n, respektive po odmocnéni druhou

odmocninou cisla n. Tento vyraz je znam jako rozptyl.

Tak jsme se dostali k vypoctlim, které jako prvy provedl Gauss davno pred Hilbertem,

kdyz hledal nejlepsi zplsob, jak vyhodnotit trigonometrickd méfeni. PoloZil tak zaklad



teorie pravdépodobnosti, ktera si s geometrickymi vztahy mezi svymi daty starosti

obvykle nedéla.

Pokud matematice nevérite, ponechejme ji stranou a ponofme se do Hilbertova
prostoru neviditelnych ¢astic vzduchu, které nas obklopuiji. Soucet rychlosti jednotlivych
molekul plynu se rozpada na dvé slozky, které mlzeme pfimo vnimat bez jakychkoliv
vypoctl a pristrojl. Aritmeticky prlmér rychlosti molekul vzduchu vnimame jako vitr,
jeho silu danou rychlosti, a veliCinu odpovidajici rozptylu rychlosti molekul pocitujeme
jako teplotu vzduchu. Rozdéleni je vétSinou takové, Ze rychlost vétru se pohybuje
v jednotkach metrl a rychlost molekul v stovkach metrl. Jen vyjimecné jsou obé

veliCiny srovnatelné velké, jak se stava pfri hurikanech a tajfunech.

Ted' si pfirozeny prostor, kterym se budeme zabyvat, definujeme presné&ji. Nejlépe tak,
Ze si jej sami vytvorime pomoci vytvorujicich funkci. Nasim prostorem budou objekty,

které vzniknou jako vysledek definice.
Vytvorujici funkce jsou hned dvé, velmi podobné, ale davajici rlizné vysledky.

Prvd funkce plati pro vektorové fady. Definuje rlzné ndsobky mnoziny n prvkd
umocnénych m krat. PoCiname od nuly a vzhledem k tomu, ze nultd mocnina kazdého
Cisla je 1, oznacuje tato nula pocatek prostoru. Jednotlivé mocniny k sobé priléhaji jako
platky cibule a k vytvoreni prostoru je treba je secitat. Jednotlivé mocniny jsou simplexy

a jejich soucet komplex.
Vezméme pro priklad soucin
(a+b+c)a+b+c)a+b+0)

Po vynasobeni dostaneme v soucinu tfi jednoduché prvky aaa, bbb, ccc, 18 prvkd

obsahujici dva prvky typu aab, bbc a podobné, a 6 prvk( se vsemi tfemi prvky.
Nejprve si musime vyresit problém, jak budeme interpretovat tento vysledek.

Povazujeme kazdy symbol za vektor. Vyraz vektor v obecném smyslu znamena nosic,
prenaseC infekce. Pro nas vektor a ponese informaci, Ze mame v nasem prostoru
postoupit o jeden krok ve sméru a. Rada aab tedy znamend, Ze madme dvakrat postoupit
ve sméru a a potom jednou ve sméru b. Takto interpretovany tfi fady aab, aba i baa

vedou v trojrozmérné krychli do jednoho bodu. VSech 27 ¢lenll soucinu vedou do bod(



rovnostranného trojlhelnika, protinajiciho osy krychle ve vzdalenosti 3. Tento
trojuhelnik je rovinna plocha a abychom dostali cely prostor téchto cest, méli bychom
vytvorit vSechny souciny i indexem od nuly do nekonecna. Jednotlivé souciny jsou

simplexy a jejich soucet je komplex vektorového prostoru.

Budeme studovat i trojuhelnikovou variantu této vytvorujici funkce ve formé
a(@a+ b)a+b +0)....

Ted' se vSak vénujeme jednorozmérnému komplexu tvorenému body
14+ X+ XX + XXX + XXXX ....

Nepouzivdam mocninovy zapis jednotlivych bodl, protoze je to nepohodiné. Mimo to
tento zapis je nazorné&jsi. Kdyz zapiSeme prislusSné mocninové indexy, dostaneme pro

pfirozenou osu X body
O+1+2+3+4..

Méli bychom si uvédomit, ze tento zapis je vlastné logaritmicka stupnice, kde zakladem

logaritm{ je jednotka, takze logaritmy jsou identické se svym zakladem.
Ted' jsme pripraveni pro zavedeni druhého typu vytvorujici funkce pro krychle
(l1+a+aa)l+b+bb)(1+c+cc)

Kdyz si uvédomime, Ze ty jednotky reprezentuji nulové mocniny pfislusnych vektorl a
pocatek koordinat, snadno zobrazime vSech 27 clenl soucinu na body trojrozmérné
krychle o hranach (0-2).

Tato vytvoruijici funkce je chudsi, chybi v ni cesty a jeji studium je obtiznéjsi, jak uvidime

pozdé&ji. Krychle dostaneme z plosnych komplex{ osekanim prebytecnych koncd.

Ted’ si vSak musime usnadnit praci a zaroven umoznit definovat matematické operace s

fadami. Pro fady symboll zavedeme matematicky zapis.

PouZijeme pro tento ucel matice. Za mych mladych let jsme se obeSli bez jejich znalosti.
Kdyz jsem fesil sv{j problém, tak jsem pouzil jednoduchy zapis textu. Trochu jsem se za
to stydél a kdyz jsem své prace pozdéji publikoval, tak jsem témto maticim rikal naivni.
Ony totiz nékteré vhodné terminy, jako ,primitivni*, ,elementarni* uz mély sviij zavedeny

vyznam a termin ,jednotkova matice" ma zase vyznam Sirsi.



Matice je tabulka s m radky a n sloupci do jejiz policek se obvykle zapisuiji Cisla. Kazdy
radek i sloupec matice je samostatny vektor, takze matice je vlastné seznam m vektorQ-
fadek a soucasné n vektor(-sloupcll. Matice se oznacuji tucnymi velkymi pismeny.
Rozmér matice Ize vyznacit pomoci index{ nebo zavorek, M(5,4) je matice s 5 radky a 4
sloupci. Tim je dan i zapis symboll, které, jak jsme fekli, povazujeme za jednotkové

vektory. V kazdém radku naivni matice je jeden symbol 1, ostatni prvky jsou 0.

Zvolil jsem tuto konvenci a ukazalo se, Ze je vyhodnéjSi nez druha moznost, aby byla
jedna 1 v kazdém sloupci. Obé moznosti jsou vlastné transpozice matice. Budeme ji

oznacovat velkym T, psanym jako horni index.

Tuto druhou moznost Ize vyuzit k zobrazeni plosnych simplexd jako bodl krychle.
Jednotka v j-tém radku pak jednoduse zaznamendva prislusnou vzdalenost od pocatku
koordinat, délku daného vektoru. Abychom dostali pocatecni vrchol krychle do pocatku

koordinat, musime pGvodni index j zmensit o 1 a transponovany index i pocitat od nuly.
Ted' jeSté musime zavést kvadratické formy vektord a matic. Jsou dvé&, vnitfni a vnéjsi.

Nejprve se naucime vektory nasobit. Urcité to umite, setkavate se s takovymi souciny
denné na Uctenkach. Je tam uveden druh zbozi, mnoZzstvi, cena, prislusné diléi souciny a
celkovy soucet jednotlivych dilCich polozek. Aby to mélo spravnou matematickou formu,
méla by byt mnozstvi psana jako radek, coz by bylo nepraktické. To je vlastné vnitini
soucin, ktery redukuje vektor na jediné Cislo.

Pfi nasobeni vektorll se nasobit vektor fadek vektorem sloupcem, nebo vektor sloupec

vektorem radkem. Ve shora uvedeném pripadé dostaneme jako vysledek jediné Cislo,

kterému se rika skalarni soucin.

Vnéjsi soucin nasobi vektory v obraceném poradi, vektor sloupec se nasobi vektorem

radkem, takze vysledkem je Ctvercova matice.

Soucet prvkd na diagondle nové matice se rovna jedinému dcislu vnitfniho soucinu.
Napftiklad:



4 1 17
4x4 + 1x1 = 17.
4 1
4 16 4
1 4 1

Pri bézném soucinu matic se nasobi jednotlivé fadky levé matice se sloupci pravé
matice tak, Ze odpovidajici prvky v fadcich se nasobi odpovidajicimi prvky v sloupci,
vysledek se seCte a tvori prvek soucinu. Vzniknou tedy vSechny mozné vnitfni souciny

vektord matice.

Vysledek nasobeni u obycejnych Cisel (skalar() nezavisi na poradi v jakém se Cisla
nasobi. Napriklad 5x4 = 4x5. U matic zfejmé vysledek zavisi na poradi v jakém se

matice nasobi.

Obvyklou podminkou pro nasobeni matic je, aby leva matice méla tolik fadkd, kolik ma

prava matice sloupcu.

Pokud provadime operace s jedinym vektorem, dostaneme jeho kvadratické formy.

Vnitini forma odpovida kvadratu Euklidovské délky daného vektoru.
U matic musime takové nasobeni provést pro vSechny kombinace jednotlivych vektord.
U naivnich matic je vnitfni soucin jednoduse soucet jednotek v jednotlivych sloupcich.

Vnéjsi kvadraticka forma je dana délkou matice a v zakladni formé je takova matice

tvorena mensimi maticemi samych jednotek umisténych kolem diagonaly .

Obé kvadratické formy se rozpadaji na dva vektory, diagonalni vektor jehoz ¢leny jsou
prvky hlavni diagonaly (uhlopricky) a vektor mimodiagonalnich prvkd. Oba diagonalni

vektory maji stejnou délku.

Ted se vSak kratce vratime k nasi konstrukci Hilbertova prostoru. Vyhnuli jsme se
definovani délek jednotlivych odvésen a mluvili jsme jen o jejich Ctvercich. Samotné
délky jsou jejich odmocniny z pfirozenych cisel. Méli bychom doplnit nas prostor o

jemnéjsi déleni, zavést racionalni Cisla jako podily dvou pfirozenych Ccisel, ktera mohou



byt nekonecna, pricemz se jednd o spocetné nekonecno, a potom o iracionalni cisla

jejichz prikladem je odmocnina ze 2.

Konstrukce racionalni Cisel je celkem jednoducha. Cislo 1/3 ziskéme tak, Ze bod (1, 3)
lezici na tretim simplexu dvojrozmérného komplexu spojime s pocatkem koordinat.
V bodé, kde tato pfimka protne jednotkovy simplex, vedeme rovnobézku s osou y a ta
vytne na ose x hledanou hodnotu 1/3. Pokud tuto konstrukci provedeme se simplexem
v nekonecné vzdalenosti a vzniklé rozdéleni preneseme na vSechny intervaly, dostaneme

vSechna racionalni cCisla.

Jak jsme uz zminili, stdle mezi nimi nebude odmocnina ze 2. TakZze musime postup
opakovat. Racionalni stupnici preneseme na simplex v nekone¢né vzdalenosti a vzniklé
rozdéleni opét preneseme na jednotkovy simplex, kde se rozdéli plvodni prvy jemny
interval na nekone¢né mnoho dilkl. Pokud se nam konstrukce nepodafi, nejedna se o
Euklidovsky prostor. VSimnéte si, ze kladu mnohem prisnéjSi poZzadavek nez sam
Euklides, ktery jenom Zadal, aby se nesetkavaly rovnobézky. Proto povazuji jeho paty

postulat za nadbytecny.

Pri hledani raciondlnich Cisel jsme zavedli operaci déleni Cisla Cislem. To nam pripoming,
Ze jsme nedefinovali inverzni prvky, ackoliv jsme o zapornych Cislech mluvili. Tak tedy

strucné. Existuji dva typy inversnich prvkd, aditivni a multiplikativni.
Aditivni prvek (-a) k prvku a definuje soucet
a+(-a)=0
a multiplikativni prvek (1/a) k prvku a definuje soucin
ax(1/a) = 1.
VSimnéme si, Ze multiplikativni definice po logaritmovani da aditivni prvky.

U matic mohou existovat oba typy aditivnich prvkd. Pro soucet je to prosté matice
s prvky opacnych znamének, takze soucet stejnych poli da vzdy nulu a vysledkem je
nulova matice.

U nasobeni je to slozitéjsi. Podle definice vysledkem by méla byt jednotkova diagonalni

matice I. Inverzni matice vSak existuji jen za urcitych podminek, kterymi se budeme

zabyvat pozdéji. Prozatim se spokojime konstatovanim, Ze ctvercové matice, které maji



vSechny nenulové prvky na diagondle nebo pod ni (nebo obracené nad ni) a na
diagondle nemaji nulu, maji vzdy inverzi. Vysledek se ziskd pomérné snadno

dopocitavanim. Tato operace je znama v kombinatorice jako princip inkluze a exkluze.

To by snad bylo pro zacatek vSechno, co potrebujeme védét. Na obrazku je zachycena

situace, ktera vznika z maticového vektoru.

Maticovy vektor M ma dvé kvadratické formy, které se rozkladaji na stopy, které jsou
stejné dlouhé jako plvodni vektor, a na mimodiagonalni prvky. Stejnou Euklidovskou
délku jako matice ma i soucet jejich vlastnich hodnot. Mimo to se mohou objevit

v urcitych pripadech i dalSi matice: E, D a W:



3 Partitio numerorum

Na zasedani AMS (American Mathematical Society) fekl slavny fysik, nositel Nobelovy

ceny, Steve Weinberg toto:

WV roce 1970, v pocatcich teorie strun, jsme spolu s Kersonem Huangem pustili do reSeni
problému, jak urcit pocet stavll, které se objevi v kmitajici struné pfi dané hmoté. ke je
dllezity problém v termodynamice, chcete-li napf. znat hustotu energie prazdného
prostoru se strunovymi fluktuacemi. Zjistili jsme, Ze pocet stavll je ve velmi UGzké
souvislosti s poctem zplsobd, kterymi Ize celé Cislo napsat jako soucet celych Cisel.
Napf. 2 Ize napsat jednim zplsobem jako 1 + 1. 3 Ize napsat dvéma zpdsoby, jako 1 +
1 + 1 nebo 2 + 1 atd. (Weinberg vynechal samotna Cisla, ktera jsou téz rozkladem
Cisla). Tento pocet se nazyva partitio numerorum a my jsme potrebovali znat, jak vypada
pro velmi velka Cisla, coz odpovida velkym hmotam. Problém partitio numerorum byl
vyreSen v roce 1918 G. H. Hardym a jeho kolegou Ramanujanem a mne udélalo velkou
radost je citovat, nebot’ Hardy byl znam jako matematik, ktery byl pySny na to, Ze jeho

prace nebudou mit nikdy fyzikalni aplikace."

Steve Weinberg se mylil, kdyz se povazoval za pionyra pouziti partitia numerorum ve
fyzice a protoze jej nikdo z fyzik( pfitomnych na prednasce neopravil, tak jeho chyba
svédci o tom, Ze prvé pouziti partitio numerorum ve fyzice bylo dokonale zapomenuto.
DoSlo k nému dokonce pred rokem 1918 a tak o tom nevédél ani Hardy, protoZe ke by
mél odmitnout problémem se zabyvat, kdyZ genius Ramanujan priSel s tvrzenim, ze
existuje analyticka rovnice pro vypocet tohoto cisla (Hardy Ramanujana predevsim

kontroloval a ucil jej matematickou techniku).

K zavedeni partitio numerorum doslo, jak jsem se uz zminil v Gvodu, dokonce pred
rokem 1905, kdy Planck rozlustil problém svételného zareni cerného télesa pomoci
kvantové teorie. Primat zavedeni kvantové hypotézy a partitia numerorum ma jiny fyzik,

Ludvik Boltzmann, a to uz v roce 1870.

Ve snaze dokazat svou rovnici pro termodynamickou entropii, uved! priklad rozdéleni 7
kvant energie mezi 7 Castic. Existuje 15 moznych rozdéleni, ktera napiSeme jako vektory

s klesajicimi Cisly:

(7,0,0,0,0,0,0)



(6,1,0,0,0,0,0)

(5,2,0,0,0,0,0)

(4,3,0,0,0,0,0)

(5,1,1,0,0,0,0)

4,2,1,0,0,0,0)

(3,3,1,0,0,0,0)

(3,3,140,0,0,0)

4,1,1,1,0,0,0)

(3,2,1,1,0,0,0)

2,2,2,1,0,0,0)

3,1,1,1,1,0,0)

2,2,1,1,1,0,0)

2,1,1,1,1,1,0)

(1,1,1,1,1,1, 1).
Boltzmann frikal témto rozdélenim komplexiony. Toto slovo se neujalo a proto budeme
mluvit o orbitach. Kazda orbita odpovida jednomu rozdéleni Cisla. Orbity maji ve
fazovém prostoru sféricky tvar. Polomér orbity je urcen Euklidovou délkou vektoru.
Objem orbity vSak neni Umérny této délce, protoZze je uren vSemi moznymi
permutacemi  (zméné poradi) vektorl (u prvé orbity je jich 7, u posledni jen 1). Tyto
permutace odpovidaji symetrii orbity. Jejich pocet se uréi pomérné snadno pomoci

Newtonova polynomického koeficientu (o tom az pozdéji).

Céstice termodynamické soustavy si vyméfiuji energii pri vzajemnych srazkach. Vyména
energie mlze byt symetricka, tfeba tehdy, kdyz Castice a ma pred srazkou energii 4 a
Castice b ma pred srazkou energii 3 a po srazce ma Castice a energii 3 a Castice b energii
4, nebo asymetrickd, treba kdyz Castice a ma pred srazkou energii 4 a Castice b ma
pred srazkou energii 3 a po srazce ma Castice a energii 5 a Castice b energii 2. Takova
srazka zméni stav soustavy a soustava se ocitne na jiné orbité. PFiSti srazka mize
soustavu vratit na plvodni orbitu, nebo ji poslat na dalsi orbitu. V termodynamickych
soustavach je velmi mnoho molekul, ke srazkam dochazi témér soucasné, takZze rada
simultdnnich srdzek mize termodynamickou soustavu udrZovat v prakticky stejném
stavu. Boltzmann predpokladal, ze termodynamicka soustava bude nejdéle na orbité

s nejvétSim objemem (nikoliv nejdelsi, tam bude prakticky jen na pocatku). Pokud



bychom uvazovali o celém vesmiru, pak se stavu, kdy jedind Castice soustredi celou

energii soustavy, rika ,big bang").

Logaritmickou miru objemu jednotlivych orbit Boltzmann povazoval za ekvivalentni

termodynamické entropii. K tomuto problému se vratime v posledni kapitole.

Je pravda, Ze Boltzmanna nezajimal poCet moznych stavl termodynamickych soustav,
takze partitio numerorum pfimo nepotieboval, také nemluvil o symetrii, jen o
pravdépodobnosti, ale nesporné se problémem zabyval a je nespravedlivé, Ze se na néj

zapomnélo.

Partitio numerorum zasluhuje pozornost samo o sobé. My mimo to budeme pocty orbit
potfebovat, abychom rozumné organizovali pocitani prvkd naseho prostoru a prehledné

usporadali vysledky.

Rovnice Ramanujan - Hardyho je velmi slozitd. Existuji vSak jednoduché rekurzivni
vzorce, jejichz plvodcem je Euler, ktery se timto problémem soustavné zabyval a fadu

identit Ize dokonce dokazat zcela elementarné pomoci ¢tvereckovaného papiru.

Vezméte si CtvereCkovany papir a nakreslete si Ctverec nebo obdélnik s k rfadky a |
sloupci. Takové tabulky jsou zndmé jako Ferrersovy grafy. Cislo m zapieme do tabulky
velice primitivné jako m jednotek (nebo jesté primitivnéji jako m zaplnénych poli),
pri¢emz se musi zaplhovat pole od shora a kazdy dalsi sloupec musi byt stejné dlouhy

jako predchazejici nebo kratsi.

Ve svém pristupu proti vSeobecné prijatym konvencim se jako Casti rozkladu pripoustim
nuly (a pozdéji dokonce zaporna cela Cisla). To plyne s definice jako Ferrersovych graf
s prazdnymi sloupci i z Boltzmannova vektorového zapisu a vede k nékterym zajimavym
vztahlm. Boltzmanndv priklad jsem rozvinul do dvojrozmérnych tabulek, které ukazuji
vztahy orbit v mnohorozmérnych prostorech. Tyto tabulky jsou velmi uziteCné pfri
vypoctech témeér vsech kombinatorickych identit. Vzhledem k tomu, ze jsem je nenasel
v encyklopedii, jsou asi neznamé, nebo je matematici povazuji za tak trivialni, ze se je

ani nenamahaji vysvétlovat.

Andrews uved| ve své monografii o rozkladech tfi identity:
Prva je tato

p(m, n, M) = p(n, m, M).



Je to formalni zapis skutecnosti, ze pocet rozkladl Cisla M na presné n Casti s nejvétsi
Casti m je stejny jako pocet rozkladl na n Casti majicich nejvétsi ¢ast n. Tato identita je
dokazana transponovanim rozdéleni matic F  Ferrersovych grafli. Graf se pfi tomto
dkazu prosté otoci kolem diagonaly.

F(m,n) obsahuje M prvkd f(i,j) = 1, jiné prvky jsou nula a f(i, j) > f(i+1, j) nebo f(i,
j+1). A transponované rozdéleni matice F(n,m) odpovida rozdéleni p(n, m, M).
Odectenim matice F od matice obsahujici pouze jednotkové prvky dostaneme
komplementarni matici

1 1 -
1 1

o=

a také vztah mezi po¢tem omezenych rozkladl dvou rliznych poctd, druhou identitu
p(m, n, M) = p(h, m, mn - M)
Treti identita, pro kterou Andrews neznal Zadny jednoduchy kombinatoricky dikaz, je
p(m, n, M) - p(m, n, M -1) > bud'= 0 pro M < nebo= mn/2.
V dikazu treti identity pouzijeme operaci velmi uziteCnou pro odvozeni prvkd schémat
rozdéleni a omezenych rozdéleni vseho druhu. U omezenych rozdéleni na presné n Casti
majicich m jako nejvétsi ¢ast ma (m + n - 1) jednotek vazanych prvky tvoricich prvy
fadek a sloupec odpovidajicich Ferrersovych grafli. Jen (M - m - n + 1) prvkd z{stava
volnych pro rdizné rozklady téchto prvkd v omezeném ramci (m-1) a (n-1). Tedy
p(m, n, M) = p(m-1, n-1, M-m-n+1)
Napriklad: p(4, 3, 8) = p(3, 2, 2) = 2. Rozklady jsou (4, 3, 1) a (4, 2, 2), nebo (2, 0) a
(1,1).
Tento vzorec Ize pouZzit pro nalezeni vSech omezenych rozkladl. To je dosti snadné,
pokud rozdil (M-m-n+1) je mensi nez omezuijici hodnoty m, n, nebo alespon jedna
z nich. Radkové a sloupcové soucty ¢asteéné omezenych rozklad@ majicich jiné omezujici
konstanty, kde bud’ n nebo m, oznacované hvézdickou, mize byt 1 az M:
p(m, * ,M) = p(m, j, M)
p(*, n, M) = p(i, n, M)
Schémata rozdéleni jsou v disledku transposic symetricka. Radkové a sloupcové soucty
jsou stejné. Zavedeme tabulky omezenych rozkladd s pouzitim rekursivniho vzorce pro
poCet rozkladl jako soucet dvou rozklad(
p(*, N, M) = p(*, N-1, M-1) + p(*, N, M-1)



Rozdélime vSechna rozdéleni na presné N ¢asti na dvé Casti. V jedné Casti jsou rozklady
majici v poslednim sloupci 1, jejich pocet je pocitan clenem p(*, N-1, M-1), coz je pocet
rozklad( Cisla (M-1) na presné (N-1) Casti, ke kterym se pfidala 1 na n-tém misté a jiné
mnoziné jsou rozklady, které maji v poslednim sloupci 2 a vice. Dostaly se pridanim 1 ke
véem n prvkdim rozklad (M-N) na N ¢asti.
Podobny vzorec Ize odvodit pro rozklady M na nejvice N ¢asti. Tyto rozklady mohou mit
nulu alespon v poslednim sloupci nebo jsou rozdéleny na presné n Casti

p(*, * =N, M) =p(*, *= N-1, M) + p(*, * = N, M-N)
Abychom definovali oba rekursivni vzorce presnéji, potrebujeme definovat zdanlivé
paradoxni rozdéleni

p(0, 0, 0) = 1.
Co to znamend? Rozdéleni nuly na zadnou nulovou cast. Toto rozdéleni predstavuje
prazdny prostor rozméru nula, se kterym jsme zacali nasi definici prostord. Toto prazdno
Ize opravnit jako limitu. S pouzitim generujici funkce piSeme n = 0 a nalezneme limitu

lim 0° = lim (1/X)%»w = 1/X° = 1.

Dostaneme tabulku rozklad( ze které ukazeme aspon zacatek

Tabulka 1. Rozklady na presné n casti

n 0 1 2 3 4 5 6 2
m=0 1 1
1 1 1
2 1 1 2
3 1 1 1 3
4 1 2 1 1 5
5 1 2 2 1 1 7
6 1 3 3 2 1 1 11

Prvky maji jednu dUlezitou vlastnost. Pocty v nasledujicich fadcich jsou neklesajici.
Pomérné snadno se najde vzorec, jak rozsifit tabulku o dalSi fadky. Sloupec 1 je
konstantni, sloupec 2 zméni hodnotu v sudych radcich.

Nyni rozmistime rozklady z jednotlivych fadkd na dvojrozmérnou tabulku. Tyto tabulky
budeme nazyvat schémata rozdéleni.

Ve sloupci se klasifikace provadi podle poctu nenulovych Casti rozkladd. Pro radky
potrebujeme jesté dalsi klasifikacni priznak. Tim bude délka nejdelSiho jednotkového
vektoru sloupce mi;. Od vSech vektorl rozdéleni maijicich stejny rozmér je nejdelsi

vektor, ktery ma nejdelSi prvy vektor. Takova schémata jsou ukazana Tabulkach 2 a 3.



Pocet nenulovych vektord v rozkladech bude ukazan jako n, rozmér prvého vektoru jako
m. Nuly nejsou zapisovany, aby se uSetfila prace. Zavorka (m, n) znamena vSechny
rozklady cisla m na nejvice n ¢asti. Ponévadz piSeme rozdéleni jako vektor, dovolujeme
také Zadnou cast v rozdéleni.

Schéma rozdéleni Ize rozdélit na Ctyfi bloky. Diagonalni bloky, horni i dolni, opakuiji
tabulku 1, v dolni ¢tvrtiné napsanou v transponované formé pro n > m/2. Licha a suda
schémata se chovaji ponékud rizné, jak Ize vidét na Tabulkach 2 a 3

Tabulka 2. Schéma rozdélenim =9

nl 2 3 4 5 6 7 8 9 >
m=9 1 1
8 1 1
7 1 1 2
6 1 1 1 3
5 1 2 1 1 5
4 2 2 1 1 6
3 1 2 2 1 1 7
2 1 1 1 1 4
1 1 1
2 1 4 7 6 5 3 2 1 1 30

Tabulka 3. Schéma rozdéleni m = 10

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 z
m=10 1 1
9 1 1
8 1 1 2
7 1 1 1 3
6 1 2 1 1 5
5 1 2 2 1 1 7
4 2 3 2 1 1 9
3 2 2 2 1 1 8
2 1 1 1 1 1 5
1 1 1
z 1 5 8 9 7 5 3 2 1 1 42

V levém spodnim bloku Ize umistit nenulové prvky jen nad ¢arou, ktera dava dostatecné
velky soucin mn na misté vSech jednotek odpovidajicich Ferrersovych grafli a jejich
soucty musi souhlasit s fadkovymi a sloupcovymi soucty. Radkové soucty odpovidaji
fadkdm tabulky 1. Tam je vSak miZeme vypocitat mnohem snadné&ji pfimo
z predchazejicich radkl tabulky, protoze jeji ¢leny s vyjimkou jednotky v nulovém sloupci

jsou vzdy soucty dvou prvkl tabulky 1.



Mnohem dokonalejsi zplisob hledani poctu rozdéleni je pouziti inverzni matice k tabulce
1, ujejiz prvkd se podafilo Eulerovi objevit zajimavé vztahy, kterymi se vSak nebudeme
zabyvat.

Tabulka 1 predstavuje rozdéleni s nejmensi ¢asti 1. Pokud dovolime jako ¢asti také nuluy,
potom se jednotlivé sloupce vytahnou z diagonaly na prvy radek, pfi nejmensim prvku
(-1) se posunou na zapornou diagonalu. Predstavit si to mdZeme jako posun pocatku
koordinat z 0 na —1 atd., v prostorovém komplexu se objevi nové orbity.

Toto posunovani je v postaté diferencovani soustavy a budeme je vyuzivat jako jednu
z metod naseho studia.

S rozdélenimi si mlzeme vyhrat mnoha dalSimi zplsoby. Mlizeme tteba klasifikovat
rozdéleni na suda a licha (vSechny jejich Casti musi byt sudé nebo liché), hledat
rozdéleni bez stejnych ¢asti a podobné.

Jak jsme uz rekli, rozklady odpovidaji orbitam v jednotlivych simplexech n rozmérného
prostoru. Midzeme se také zabyvat nelplnymi rozdélenimi, ktera vzniknou omezenim
velikosti jednotlivych prvkd, jak je tomu v krychlich.

Prvé m/2 fadky nasledujici tabulky odpovidaji prvym fadk@m v tabulky 1. Mimo to pocty
rozdéléni prvych a poslednich n/2 sloupcti jsou také stejné. Ponévadz celkové sloupcové
nebo  radkové soucty nasledujicich schémat jsou neklesajici, rozdily, které pocitaji
omezené rozklady musi byt také neklesajici. Toto je dlkazem treti identity shora.
Jednoduchost ukazuje, ze schémata rozdéleni jsou dosti uziteCcnym kombinatorickym
nastrojem. Pocitaji orbity rovin ortogonalnich k jednotkovému diagonalnimu vektoru I

v pfirozeném vektorovém prostoru.

Orbity v 3-rozmérnych krychlich

Rozmér hrany 0 1 2 3
m=0 000 000 000 000

1 100 100 100

2 110 200,110 200,110

3 111 210, 111 300,210,111
4 220, 211 310,220,211
5 221 320,311,221
6 222 330,321,222
7 331,322

8 332

9 333



Rovnice Ize aplikovat na krychle. Ukazuji jejich ddlezitou vlastnost, krychle jsou
symetrické podél hlavni diagonaly. Viychazi z centra koordinat, n rozmérného simplexu a
jdou do nejvzdalenéjsi vrchol krychle, kde vSechny n-koordinaty jsou (m-1). Diagonala
krychle je predstavena v tabulce indexy k, mimo to krychle jsou konvexni, proto pokud
M mn/2 p(m,n, M) p(m, n, M-1)
a pokud
M mn/2 p(m,n, M) p(m,n, M-1)
Zde vidime dlezitost omezenych rozkladd. Z tabulky mizeme nalézt rekurenci, ktera je
dana faktem, ze ve vétsi krychli je vzdy pritomna mensi krychle jako jeji zakladna. K ni
se pridavaji nové orbity, které jsou na jejich rozsSitenych stranach. Avsak je dostatecné
znat orbity jedné rozsirené strany, ponévadz jiné strany jsou tvoreny témito orbitami.
RozSifena strana n-rozmérné krychle je (n - 1) rozmérnou krychli.
Rekurentni vztah pro rozklady v krychlich je tedy
p(m,n,M) = p(m-1,n,M) + p(m,n-1,M)

Tato rekurence bude pozdéji vysvétlena podrobnéji.
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4 Grupy symetrie

Kazdy ma svou predstavu o symetrii. Toto slovo se Casto zaménuje s pojmem krasy a
asymetrie s predstavou osklivosti.

Symetrie nabyva stale vétSiho vyznamu v prirodnich védach. Fyzika elementarnich Castic
je spojena témér Uplné s hledanim jejich symetrie, symetrie ma velky vyznam i v chemi.
Obvykle se pojem symetrie vysvétluje na geometrickych télesech.

Predstavte si rovnostranny trojuhelnik. Kazdou jeho stranu mlzete rozpllit a stfed strany
spojit s protilehlym vrcholem. Dostaneme tak tfi roviny (to jsou v plose pouhé cary)
symetrie, prava strana odpovida levé, podobné jako u lidského téla, pokud nezkoumame
vnitinosti, které jsou neparové. Mimo to existuje osa (to je v plose pouhy bod) ve stredu
trojuhelniku, podle které Ize trojuhelnik otacet. Vzdy po otoceni o 1,047 radiand (120
stupntl) se trojuhelnik dostane do stejné polohy jako mél dfive, pouze se zméni poloha
oznaceni vrchold.

U Ctverce existuji dvé dvojice rovin symetrie, jedna pdli strany a druhou tvofi Uhlopficky,
a Ctyrcetna osa otaceni.

Kruh ma nekonec¢né mnoho rovin symetrie a osu otaceni, kterda umoziuje nekonecné
mnoho poloh.

Obecné se da fici, ze ¢im vice prvkd symetrie a ¢im vyssi je jejich Fad, tim je symetrie
vySsi. Takze symetrii mlzeme méfit a porovnavat.

Radim vam, abyste si definici, podle které vice slozitéjsich prvkl symetrie znamena vyssi
symetrii, dobfe rozmysleli, zda je spravna. Jeji aplikace ma velmi zavazné disledky pro
pochopeni rlstu entropie.

Vedle geometrické symetrie existuji i jiné druhy symetrie. Tak tfeba véta ,kobyla ma
maly bok" se da Cist stejné od predu tak od zadu, takZze zde miZzeme uvazovat o roviné
Ci ose symetrie. Zda se, ze tento priklad nema s geometrii nic spole¢ného. Spojitost se
vSak najde. Spojovacim mdstkem je teorie grup cyklickych permutaci, kdy presmykdm
Cislic (nebo ekvivalentné pismen) Ize prifadit operace s geometrickymi télesy.

Oznacime si vrcholy pravidelného ctyrsténu (a, b, ¢, d) a umistime si Ctyrstén tak, aby
vrchol a sméroval k nam. Potom permutace (b, ¢, d, a) je prikaz k otoceni Ctyrsténu tak,
aby k nam sméroval vrchol b, vrchol d se otoci na misto plvodniho vrcholu ¢ a vrchol a

se presune na misto plivodné zaujimané vrcholem d. Permutace (a, ¢, d, b) bude otacet



Ctyfstén kolem osy prochazejici vrcholem a, ktery pfi operaci zlstane na svém misté.
VSechny permutace n prvk( dostaneme tak, Ze si nejprve najdeme n-tou mocninu
souCtu n prvkd. V nasem prikladé ¢tvrtou mocninu souctu (a+b+c+d). V 256 Clenech
soucinu je 24 clend, které obsahuiji vSechny Ctyfi prvky. Permutace odpovidaji témto
¢len@m soucinu, poradi nasobeni prvkd.

Permutace si miizeme usporadat do skupin podle toho, jak se v nich prvky posunuji
Cyklické permutace se zapisuji réiznymi zpGsoby. Uplny zapis uvadi d@vodni stav a cilovy
stav, zkraceny zapis uvadi pouze cilovy stav, protoZze dlvodni stav se predpoklada
v pfirozeném poradi.

Pfi permutovani se predpoklada, Ze operace se mizZe a musi opakovat tolikrat, aby se

soustava dostala nakonec do plvodniho stavu. Tak na priklad:

0.=123456
1.=231465
2.=312456
3.=123465
4.=231456
5.=312465
6.=123456

Zde prvé tii prvky tvori cyklus délky tFi, ¢tvrty prvek, ktery stale z(stava na svém misté,
predstavuje cyklus délky jedna a paty a Sesty prvek tvori cyklus délky dva. Soustava
dostane do plvodniho stavu az po nejmensim spolecném nasobku délky vsech cykld,
tedy 3x1x2 = 6. Zkraceny zapis této permutace je tedy (1, 2, 3)(4)(5, 6).

Zde mame prvé poutziti partitia numerorum, pocet prvki{ se déli na cykly.

Technicky vyhodné je spojeni permutaci s permutacnimi maticemi. Tyto matice nejsou
nic jiného nez ¢tvercové naivni matice, které maji jednu jednotku nejen v kazdém radku,
ale také v kazdém sloupci. Je to podmnoZina Ctvercovych naivnich matic. Jejich radky
tvori prvky permutace v pfirozeném poradku (index i) a indexy sloupcl odpovidaji
plvodnimu cislu prvku j. Druhd mozna konvence je prehozeni vyznamu fadkl a sloupcd.
Obé konvence se liSi v tom, zda pdsobi pfi nasobeni vektoru na vektor fadek zprava,
nebo na vektor sloupec zleva. Konvence jsou vzajemné transponované.

Shodu prvk{ oznacime jednotkou v pfislusném poli, ostatni pole maji hodnotu nula.

Tedy pro pripad shora mame:
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Zapis matice se zpravidla ohranicuje velkymi uvozovkami nebo dvojitymi ¢arami, coz se
mi v pouzitém editoru nedari. V pripadé permutacnich matic zapis obsahuje mnoho
zdanlivé nadbytecné informace, protoZe ¢tvercova matice obsahuje jen n stejnych prvkd,
v kazdém fadku i sloupci jediny.
Zdanliva nevyhoda se vSak proméni ve vyhodu, kdyZ se pokusime spocitat, kolik existuje
permutacnich matic. V prvém radku mame n moznosti, jak umistit nenulovy prvek,
v druhém radku o jednu méné, protoZe jeden sloupec je uz obsazeny, v tretim radku
chybi dva sloupce, ve kterych jsou jiz jednotky. V predposlednim fadku nam zbudou jen
dvé moznosti a v poslednim radku jedind. MoZnosti se vzajemné nasobi, takze
dostaneme soucin po sobé nasledujicich Cisel

1x2x3x...xn = nl.
Zkracené se zapisuje Cislici s vykricnikem a fika se mu faktorial. Matematikové definovali
i faktorial 0!. Neni to nula, ale

n! =1.
Zdlvodnéni se najde pomoci gamma funkce, kterd je definovana i pro necelociselny
argument a dokonce pro zaporna Cisla. Tam se vSak tato funkce zblazni a opile se placa
ode zdi ke zdi, totiz od plus nekonecna k minus nekonecnu.
Velmi zajimavou hodnotu ma gamma funkce 1/2. Zde se rovna odmocniné Cisla n
(3,14159..). Opét se dotykame fyziky, kde se takova necelociselna hodnota objevuje jako
spin.
Nejjednodussi permutace jsou ty, ve kterych si vyméni misto vzdy jen dva prvky.
Mlzeme si je predstavit jako jednoducha telefonni spojeni, kdy spolu mluvi vzdy dva
Gcastnici. Jejich pocet se da urcit rlznym Ccislovanim bunék Ferrersovych graf
ukazujicim, jak graf rostl. Ferrersovy grafy spravné ocislované se nazyvaji Youngovy
tabulky. PocCet Youngovych tabulek je shodny s poctem konvoluci, permutacemi
s maximalni délkou cyklu 2. Sloupce Kklasifikuji sestavy podle poctu nespojenych

pristrojd. PoCatek je dan siti bez telefonniho pfistroje bez moznosti telefonovat.



Zacatek tabulky vypada nasledovné

n 0 1 2 3 4 5 6
n=0 1 1
1 0 1 1
2 1 0 1 2
3 0 3 0 1 4
4 3 0 6 O 1 10
5 0 150 10 O 1 26
6 15 0 45 0 15 0 1 76

Lichy pocet Ucastnikl neumoznuje spojit soucasné vsechny ucastniky.
Tri moznosti pro plné vyuzitou sit’ se ctyfmi Ucastniky jsou soucasné hovory (1-2, 3-4),
(1-3, 2-4) anebo (1-4, 2-3). Snadno se najde rekurentni vzorec pro jednotlivé prvky
tabulky i pro fadkové soucty. Mimo to Ize tyto prvky ziskat pfimo, pokud si ddme praci a
budeme pocitat vSechny moznosti u jednotlivych typl Youngovych tabulek. Pfimé
pocitani prvk{ tabulky je mozné pomoci vzorce

y(i,j) = il/jiti2t
kdet = (i —j)/2 je poCet cykll délky 2.
Pocet konvoluci Ize také ziskat pomoci formalniho vzorce, ve kterém se prvky prvého
sloupce tabulky povazuji za mocniny formalniho dvojclenu.
VSecny permutace se také daji spocitat podle jednotlivych typl cykld. Takové pocitani je
sloZitéjSi, protoze je nutné nejdrive urcit tak zvany index grupy. Pak se jednotlivé typy
cykld setfidi podle poctu nenulovych cykld pomoci orbit. Sloupcové soucty poctu cykld

potom daji absolutni hodnoty Stirlingovych cisel prvého druhu ukazané v nasledujici

tabulce
t 1 2 3 4 5 6 7 >
n=1 1 1
2 1 1 2
3 2 3 1 6
4 6 11 6 1 24
5 24 50 35 10 1 120
6 120 274 225 85 15 1 720
7 720 1764 1624 735 175 21 1 5040

Neni priliS obtizné najit prislusna pravidla pro vypliovani novych radek této tabulky, ani
pro jejich vysvétleni. Kdyz pridame jednotku v novém radku permutacni matice na konci

tabulky, vytvofime tak novy cykl délky. Pokud ji chceme umistit jinde, musime pro ni



vsunout cely sloupec, aby nekolidovala s jinou jednotkou.
Samotny nazev Stirlingova Cisla prvého druhu naznacuje, Ze existuji jesté jina Stirlingova
Cisla. Stirlingova Cisla druhého druhu se dostanou jako inverze matice Stirlingovych Cisel
prvého druhu, opét bez ohledu na znaménka. Podle pdvodni definice se u Stirlingovych
Cisel prvého druhu stfidaji znaménka a Stirlingova Cisla druhého druhu jsou vSechna
kladna.
Prfimo se dostanou Stirlingova Cisla druhého druhu pii pocitani jednotkovych matic
v dolnim trojuhelnikovém tvaru, které maji v kazdém radku jediny nenulovy prvek, ale
ve sloupcich pocet prvkl neni omezen (naivni matice). Matice v dolnim trojuhelnikovém
tvaru mohou mit nenulové prvky jen po hlavni diagonalu (index radku i se rovna indexu
sloupce j). Polet téchto matic je stejny jako pocet permutacnich matic. Dlkaz je
podobny. V prvém radku mame pouze 1 moznost, jak umistit nenulovy prvek, v druhém
radku o jednu vice, v tretim radku o dvé vice. V predposlednim fadku je (n -1) moznosti
a v poslednim fadku n moznosti.
Posloupnosti odpovidajici témto maticim dostaneme jako prvky soucinu
a@+b)(a+b+c)...(a+b+. +n)
Z téchto matic se vyloudi takové, které nemaji obsazeny souvisle vSechny sloupce, treba
matice odpovidajici posloupnosti aabd, kde je nulovy treti sloupec tabulky. Potom soucty
zbylych matic, ktera davaiji Stirlingova Cisla druhého druhu neodpovidaji faktorialu, ale

jsou mensi

t 1 2 3 4 5 6 7 X%
n=1 1 1
2 1 1 2
3 1 3 1 5
4 1 7 6 1 15
5 1 15 25 10 1 52
6 1 31 %0 65 15 1 203
7 1 63 301 350 140 21 1 813

Tabulky, které se dostanou pti pocitani obou typd Stirlingovych Cisel, tvofi opét matice,
které jsou, pokud se vynasobi alternativné znaménky plus/minus, vzajemné inversni, coz
znamena, ze jejich soucin se rovna incidencni matici I, kde jednotkové prvky jsou pouze
na diagonale.

Jinou moznosti, jak pocitat permutacni matice, je jejich tfidéni podle poctu jednotek na

hlavni diagondle, které odpovidaji nehybnym prvk@m, se kterymi se vzdy setkdme na



stejném miste.

Tato tabulka vypada takto

S 1 2 3 4 5 6 7 Z
n=0 1 1
1 0 1 1
2 1 0 1 2
3 2 3 0 1 6
4 9 8 6 0 1 24
5 44 45 20 10 0 1 120
6 265 264 135 40 15 0 1 720

Na diagondle tabulky jsou samé jednotky, pod diagonalou nuly, protoze nemiZeme
premistit jen jeden prvek, ale vzdy alespof dva. Radkové soucty davaiji faktorialy. Prvky
v fadcich, vyjma prvého sloupce, se dostanou z tohoto prvého sloupce vynasobenim
jeho predchazejicich ¢lend odpovidajicim binomidlnim koeficientem. Proto se hodnotam
v prvém sloupci rika subfaktorialy.

Podobné Ize definovat substirlingy, kdyz klasifikujeme uvedené matice podle poctu
sloupcli obsahujicich pravé jeden jednotkovy prvek.

DalSi statistikou permutaci je ta, kterou vymyslil Euler. Pocital permutace podle
rostoucich Usekd. Pro priklad, permutaci (357168942) rozdélime na Ctyfi Useky
357/1689/4/2. Takto se nam permutace rozpadnou do nasledujici tabulky

1 2 3 4 5 6 7 >

— s

=1 1 1
2 1 1 2
3 1 4 1 6
4 1 11 11 1 24
5 1 26 66 26 1 120
6 1 57 302 302 57 1 720
7 1 120 1191 2416 1191 120 1 5040

Tato tabulka je prvou z celé série Eulerovych polynomiald.

Na permutacich prizivil svou slavu i MacMahon, ktery klasifikoval permutace podle
momentl, coZ by vyzadovalo delSi vysvétlovani. Vzhledem ktomu, Zze vSechny tfi
statistiky klasifikuji stejné permutace, Ize studovat jejich prinik.

Dalsi problémy vzniknou, kdyz spojime konec a zacatek permutaci do kruhu. Mlzeme se
pak zabyvat tfeba problémem, jak usadit manzelské pary (stfidavé muzi Zeny) kolem

kulatych stol& tak, aby manzelé nesedéli vedle sebe.



5 Hratky s Pascalovymi trojlihelniky

Jestli si myslite, Ze v nadpisu je chyba, tak mlzete pfi Cteni preskakovat, protoze o
tématu néco vite (pokud si ovSem nepletete Pascalovy trojuhelniky s Rubikovou

kostkou). Pro jistotu zacneme od pocatku.
KdyZ se umocriuje dvojclen (binom) (a + b), dostavaiji se postupné vysledky:
1

a+b

aa + (ab + ba) + bb

aaa + (aab + aba + baa) + (abb+ bab + bba) + bbb.
Pred prvy rfadek jsme predradili jednotku jako mocninu binomu na nultou (nultd mocnina
jakékoliv &isla je jedna). Cleny v zavorkach secteme, protoze jejich prvky se li&i jen
poradim, v jakém se provadélo nasobeni, a toto poradi nas zatim nebude zajimat. Pro

posledni radek tak dostaneme Cisla: 1 3 3 1.

Ted' si vypiSeme pocty prvkl a doplnime chybéjici prvky do tabulky nulami:
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Kdyz si vSimneme, Ze kazdy prvek v tabulce je souctem dvou prvk( z predchoziho fadku
(samoziejmé s vyjimkou prvého fadku, ktery musi byt dany, coz jsme dosahli tou nultou
mocninou) potom vypocitame dalsi fadky v tabulce bez nasobeni. Takovému rozsifovani
odvozovanim prvkl z predchazejicich se fika, jak uz vime, rekurentni vzorec. Prvky

v tabulce se nazyvaji binomické koeficienty.

Samotné tabulce se fika Pascallv trojuhelnik. Pascallv trojuhelnik se obvykle vypisuje ve
formé rovnoramenného trojuhelnika. My jsme zvolili formu tabulky, protoze to umoznuje

psat Pascallv trojuhelnik v jiném tvaru:

11111
01 2 3 4
0 01 36
0 00 1 4



0 00 01

Druhy Pascalllv trojuhelnik dostaneme z prvého transpozici. Kazdy sloupec matice
prepiSeme jako radek transponované matice, pripadné kazdy radek jako sloupec
transponované matice. Prvky obou tabulek mlzeme dostat i bez rekurentniho vzorce
pfimo. V minulé kapitole jsme se zabyvali permutacemi n prvkd. Jejich pocet urcuje

faktorial n!.

Binomické koeficienty pocitaji podobné permutace, pouze misto n rliznych prvkl mame
jen dva rlizné prvky a kazdy se opakuje a nebo b krat. Permutace jednotlivych a nebo b
mezi sebou neumime rozliSit, proto musime faktorial n! podélit faktorialy a! a b!. Soucet
a + b = n. Binomicky koeficient, ktery se obvykle oznaCuje zavorkami se dvéma Cisly
napsanymi nad sebou (to neumim). Je to viastné podil n!/a'b!, tfeba 5!/3!2! = 120/6x2
= 10.

Pole matice se oznacuji podobné jako adresy domd. U nas neni zvykem Cislovat ulice
jako tfeba v USA, ale i nazev ulice se proméni v poradové Cislo v néjakém, treba
abecednim, seznamu ulic. TakZe adresa pole matice je poradové Cislo fadku i a poradové
Cislo sloupce j. Matice ma m fadkd a n sloupct (nékdy se setkate s transponovanou
konvenci, je to podobné jako desetinné carky nebo tecky, lidé se nedokazou shodnout

na nejjednodussich vécech).

Indexy i a j zacinaji zpravidla od 1. Tato konvence je nékdy nevyhodnd, jak nam dokazuiji
trampoty s rokem 2000. V pfipadé Pascalovych trojuhelnikd je vyhodné poditat indexy

od nuly, nebo musime od normalnich indext i a j odecitat 1.

Mlzeme se presvédcit, Ze soucin dvou Pascalovych trojuhelnik shora da opét PascalCiv

trojuhelnik, pokud si matici na trojuhelnik doplnime:

1 1 1 1 1
1 2 3 4 5
1 3 6 10 15
1 4 10 20 35
1 5 15 35 70

Radky (sloupce) se ted objevily na vedlejdi diagonale matice. Tato forma ukazuje, Ze
prvky tabulky jsou soucty nejen dvou predchazejicich prvkd, ale celého predchazejiciho

radku (sloupce).



Pokud zacinaji indexy od nuly, pak vysledek, coz je horni hodnota binomického
koeficientu, je soucet indexd minus jedna, dolni hodnoty binomického koeficientu jsou

indexia(j-1).

Ctvercovou formu Pascalova trojuhelnika dostaneme také sloZit&ji, jako soucet
polynomickych koeficientd pro n permutace. Uz jsme si vysvétlili, Ze pfi nasobeni matic

permutacnimi maticemi zprava se méni poradi sloupcli nasobeného vektoru (matice).

Ve shora uvedeném binomu se jednalo o zménu poradi fadkd. Tomu fikdme m-
permutace, protoze se méni poradi prvkl v posloupnosti, coz je prvy implicitni index

ukazujici poradi vektord fadkd v matici.

Polynomicky koeficient je podobné jako binomicky koeficient vysledek nasobeni

polynomu, tfeba (a + b + ¢ + d). V soucinech se objevuji posloupnosti typu
aaaa
aaab
aabb
aabc
abcd.

Posloupnost aaaa nelze prevést na posloupnost bbbb permutaci fadkl matice, nybrz
permutaci sloupct matice, tedy n permutaci, kterou budeme oznacovat jako substituci.
V pfipadé binomu byly substituce trividlni, jednalo se vzdy jen o dvé moznosti,
odpovidaijici n permutacim dvou vektord, tfeba (3,1) na (1,3), nebo jediné moznosti,
jako (2,2). Maticovy zapis byl pomoci matice se dvéma sloupci. U Ctyf prvkd u ctvté
mocniny bude mit naivni matice sloupce Ctyfi @ musime pocitat pét polynomickych
koeficientll pro n permutace.

Polynomicky koeficient pro n permutace ma u binomu trivialni formu 2!/1!1! = 2, tfeba

prvku aab odpovida prvek bba. Pro tfi prvky uz je to zajimavéjsi, treba 3!/1!111! = 6 da

Sest ¢lend (3aab + 3abb + 3aac + 3acc + 3bbc + 3bcc).

Polynomicky koeficient se dostane jako postupny soucin binomickych koeficientd,

napriklad soucin dvou koeficientd permutuijicich nejprve 6 prvkd z nichZ 4 a 2 jsou stejné



a potom 4 prvky opét rozdélené v poméru 3 a 1 da vysledek 6!/4!121x4!/311! = 6!/31211!
= 60.

Polynomicky koeficient pro n permutace pocitd pocty linearnich vektorl sn prvky
s konstantnimi soucty m. Napfiklad pro rozklady Cisla 4 na 5 prvkd jsou to tato Cisla:
(4,0,0,0,0) =5!/4111 = 5
(3,1,0,0,0) =5!/311111 = 20
(2,2,0,0,0) =5!/3121 = 10
(2,1,1,0,0) =5!/212111 = 30

(1,1,1,1,1) =5/4111 = 5
Celkem 70

Pokud se polynomické koeficienty usporadaiji do tabulek rozkladu cisla m na n scitancd,

tfeba shora uvedeny soucet se rozepiSe do Ctyf sloupcl jako

5
20
10 30
5
2 5 30 30 5

Tak dostaneme opét rlizné kombinatorické identity. Sloupcové soucty se daji vypoditat

pfimo bez vypoctu jednotlivych polynomickych koeficientd.

Hodnoty treti formy Pascalova trojuhelniku jsou znamy v literature jako pocty rozdéleni
m nerozliSitelnych prvkl do n bunék. VSimnéte si, prosim jedné dilezité okolnosti.
Z vektorového zapisu plyne, Ze zndme pouze polohu prvkl a jejich soucty a o samotnych

prvcich nevime nic blizSiho. Nem{zeme tedy tvrdit, Ze jsou nerozlisitelné.

Existuje jesté dalSi formy Pascalova trojuhelniku, které se dostanou inverzi matic

Pascalova trojuhelniku, ale to uz patfi do jiné kapitoly.

Diference Pascalova trojuhelniku.

Vezméte treti formu Pascalova trojuhelniku, kterou jsme dostali jako soucin dvou

Pascalovych trojuhelnikl. Opiste prvy fadek. Pak opisujte dalsSi fadky, ale pred prvé Cislo



napiste vzdy (n - k) nul. Témto tabulkdm budeme frikat k-ta diference Pascalova
trojuhelniku. Prva diference odpovida transponované formeé Pascalova trojuhelniku.

Druha diference transponované formy Pascalova trojuhelniku ma tvar

1
5
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13

Soucty sloupcti jsou znamy jako Fibbonacciova Cisla. Kazdé takové dislo je sou¢tem dvou
predchazejicich Cisel. Od stfedovéku to je odpovéd’ na zajimavou otazku o
rozmnozovacich schopnostech kralikli, dnes je znamo mnoho dalSich aplikaci téchto
Cisel.

Vedle tohoto typl diference vSech rozklad( vektoru miZeme vektory rozliSovat podle
velikosti jediného vektoru, bez ztraty obecnosti tfeba vektoru a. Pro shora uvedeny
priklad:

Hodnota vektoru a: 4 3 2 1 0 Celkem
Pocet vektor(: 1 4 10 20 30 70

Kombinatorika a fyzika

Matematika se zda byt Cisté abstraktni zaleZitost, avSak shora uvedené problémy vedly

k zivotni tragedii, ktera skoncila sebevrazdou.

Maxwell a Boltzmann v minulém stoleti ukazali, Ze rozdéleni energie tepelného pohybu
molekul plynu je exponencidlni (tomu odpovida vzhledem k zavislosti energie na

rychlosti normalni rozdéleni rychlosti).

Boltzmann spojil rozdéleni energie s polynomickym koeficientem pro n permutace. Za
predpokladu, Ze energie je kvantovana, pak se da rozdéleni energie popsat vektorem.
Vzhledem k velkym poctdim molekul postaci k popisu stavu soustavy plynu jen pocty
molekul, které maji urcitou energii. Pfi srazkach si molekuly vyménuji energii. Pokud
vyména energie je symetricka, treba 10 + 5 = 5 + 10, soustava se premisti ve fazovém
prostoru na stejné orbité.Kdyz je vyména energie asymetricka, treba 10 + 5 = 8 + 7,

soustava se premisti ve fazovém prostoru na jinou orbitu. Vzhledem k velkym poctdim



molekul (vzpomente si, Zze Avogadrovo Cislo ma pres dvacet nul) dochazi k simultannim
srazkam, kdy se asymetrické vymény energie vzajemné vyrovnavaji, takze se soustava

plynu v rovnovazném stavu udrzuje na stejné orbité (nebo pasu orbit).

Boltzmann mél se svym vysvétlenim velké potize. Jeho kolegové si vymysleli paradoxy,
které mély jeho ideu diskreditovat. Ackoliv byl Boltzmann bodry Videnak (po navratu
z cesty do Ameriky si s gustem zaSel na pivo), nevydrzel pochybnosti a spachal
sebevrazdu, paradoxné ve stejné dobe, kdy Planck potvrdil kvantovou hypotézu jeji

aplikaci na vysvétleni rozdéleni energie zareni cerného télesa.

Cerné téleso je ¢ernd dutina s malym otvorem, kterym lze pozorovat vnitiek dutiny.
Z télesa vychdzi pfi rlznych teplotach fotony, jejichz energii zméfili Lummer a
Pringsheim a vztah mezi zafivosti a teplotou odvodili Stefan a Boltzmann. Rovnici pro
spektralni zarivost nasel Wien, radiacni zakon pak Raleygh a Jeans. Oba vztahy vyhovuiji

pro rlizné teploty. Sloudil je Planck za predpokladu, Ze energie je kvantovana.

Rozdéleni energie ¢erného télesa je trochu odliSné od rozdéleni energie molekul plynu.
My nezname rozdéleni uvnitf té€lesa, jenom registrujeme fotony vyletujici z dutiny
Cerného télesa. Fotony na rozdil od molekul vznikaji a zanikaji v elektronovych orbitach
atomU a neni vlbec jasné, zda zachovavaiji svou totoznost. Jisté je jenom to, Ze fotony
vyletuijici z dutiny cerného télesa odpovidaji diferenci ploSného podle velikosti jediného
vektoru. To by se mohlo interpretovat tak, ze v dutiné cerného télesa soustava probiha
v SirSim pasu orbit vzhledem k rozdilné rychlosti obou proces(. Bose a Einstein vysvétlili
rozdil tim, ze fotony jsou nerozliSitelné. Jak jsme uz ukazali, zname jen pocet véci uvnitf
bunék, v tomto pfipadé pocet fotond s danym kmitoctem. Zda jsou nerozliitelné, to
neni vlbec dllezité. Tomu nerozliSitelnému odpovida rychlost molekuly nebo kmitocet
fotonu. Fotony vyletujici z erného télesa jsou na jedné draze, reknéme a. Takové

vzorkovani da jiny vysledek, protoze vzorkujeme soubor podle jiného kritéria.

Rozdéleni rozliSitelnych véci vedlo také k uréitému nedorozuméni. Ale to uz je zase jina

kapitola.
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6 Kniha Prirody

V Bibli se tvrdi, ze na pocatku bylo slovo. Moderni kosmologie se domniva, Ze to
pocatecni slovo byla singularita, ve které se soustredil cely budouci vesmir. Tato
singularita se pri velkém tresku rozprskla a od té doby se neustale rozpina. PoCatku se
fika podle prvého pismena recké abecedy alfa, a jestli se bude Vesmir jednou smrstovat,
potom koncem bude slovo omega, jediné pismeno ve kterém se soustredi veskera

energie i informace. Také se mluvi o knize Pfirody, kterou se mame naucit Cist.

V Bibli chybi jakékoliv Udaje, jak to singularni slovo znélo a jak bylo velké, i kdyz pro
slovo je presnéjsim vyrazem dlouhé nebo hlasité. Pfi trose dobré vile by bylo mozné to

tajemné slovo ztotoznit s knihou PFirody.

Knihu Pfirody si mlizeme predstavit v mnoha méfitcich. Kdyz zatneme s tim nejvétsim,
tak se jedna o atlas galaxii, kde na x-tém listu na y-tém radku je 5 galaxii a dva oblaky

vesmirného prachu, na dalSim fadku je 10 galaxii a podobné.

V mensim méritku by se jako slova nebo pismena v knize Prirody vyskytovaly hvézdy
rlizného typu a v tom nejmensim méfitku by to byly nukleony, elektrony a fotony (i

kvarky a jiné trosky ziskané rozbitim elementarnich ¢astic.

Vzhledem k tomu, Ze ve vSech meéritcich se pismena neustale pohybuiji, tak se kniha
Prirody neustale prepisuje. V kazdém okamziku je ta kniha jind. Pokud si predstavime
okamzity stav jako svazek knihy, potom vlastné neexistuje jedina kniha Prirody, ale cela

knihovna. Vesmir preskakuje z jednoho svazku na druhy. Lze predpokadat, ze pfi tom

A4

Knihy zname jako listy papiru, na které se podle urcitych pravidel lame posloupnost slov.
Posloupnost slov se mize zapisovat vodorovné Ci svisle. Vodorovné psani mize zacinat
vlevo nebo vpravo s tim, Ze sekame posloupnost slov na priblizné stejné kousky, radky.
Kdysi se zkousSelo skladat slova na stranku souvisle, stridaveé od leva a pak od prava a
opét od leva. KdyZ si uvédomime, Ze kniha je jediny radek, pak rlizné texty jsou jako

Adrianina nit, nebo odbornéji vektor, ktery vede od pocatku k urcitému bodu.



Pocty slov

Po trochu lyrickém Uvodu si pro jednoduchost vezméme k ruce ctvereckovany papir, na
kterém si mlzeme snadno nakreslit vSechny vektory, posloupnosti slov, z abecedy dvou
symboll. VSechna slova délky m budou koncit na Uhlopficnych pfimkach. Pro m = 3 to

budou slova:
aaa (aab, aba, baa) (bba, bab, abb) bbb.

Posloupnosti slov si mdZzeme zobrazit jesté pro tfi symboly, ale pro vice pismen nam
chybi misto a musime se spolehnout jen na Usudek. Posloupnosti slov si symbolicky
predstavime jako matici s n sloupci a m radky. Sloupce oznacime alfabetickym indexem

(pismeny abecedy) a fadky budou souhlasit s poradim symbolu v posloupnosti.

Pro abecedu n symboll mame v kazdém fadku n moZnosti vybéru symbolu, ktery
oznacime jednoduse jednotkou. Ostatni sloupce zlistanou prazdné, tomu odpovida nula.

Jednotlivé moZnosti jsou na sobé nezavislé, takze moznosti se vzajemné nasobi
NXNXNX...

Pocet rliznych posloupnosti je tedy m-tou mocninou n.

Posloupnosti se mohou ménit dvéma operacemi symetrie:

Substitucemi, které zaménuji symboly:

aaa > bbb
aab > bba
aba > bab
baa > abb.
Vzhledem k formalnimu zapisu symboll do matice, Ize substituce dosahnout

permutacemi sloupcll matice. Proto mlzeme mluvit o n-permutacich, které jsme uz

probrali.

Zapis:
1 0 >0 1
01 >10
1 0 >0 1

odpovida substituci aba - bab.



Poradi symboll méni permutace fadkd matice. Proto to jsou m-permutace. VSechna
slova, ktera lIze ziskat m-permutacemi vedou ke stejnému bodu v prostoru. n-permutace

presunuji slova v prostoru na sférickych orbitach.

Permutacemi nelze dosahnout preménu slova aaa na slovo aab. Oba typy slov patfi na

rlizné orbity.

Oba typy permutaci jsou nezavislé a proto se nasobi. Pocty posloupnosti na jednotlivych

orbitach se uréi pomoci polynomickych koeficientll pro n-permutace a m-permutace.

Posloupnosti prom = 7 an = 7 na orbité (3, 2, 1, 1, 0, 0, 0), tedy tfeba aaabbcd, maji
oba polynomické koeficienty stejné. Polynomicky koeficient pro n-permutace pocita se 3
symboly s nulovou frekvenci, se 2 symboly s jednotkovou frekvenci a po jednom
symbolu s frekvenci 2 a 3: 7!/3!2!111! = 420. Polynomicky koeficient pro m-permutace
pocita frekvenci 3 jednoho symbolu, frekvenci 2 jednoho symbolu a frekvenci 1 dvou
symboll: 7!/3121111! = 420. Ve vyrazu by se mély objevit i tfi faktorialy 0! pro symboly
s nulovou frekvenci. Vzhledem k tomu, Ze 0! = 1, neméni se hodnota a tak se tyto

faktorialy vynechavaii.

Pro n-permutace je tento polynomicky koeficient maximalné dosazitelny prom =7an =
7. Pro m-permutace je maximalné dosazitelny polynomicky koeficient 7!, pokud se kazdy

symbol v posloupnosti objevi pouze jedenkrat: abcdefg.

Pokud by nebyla hodnota m omezena nebo dana, potom by se dosahla stejna hodnota i

u tohoto polynomického koeficientu, ovsem hodnota m by musela byt alespon 18.

PoCty sekvenci na jednotlivych orbitach se opét daji sefadit do tabulek, jako je

nasleduijici

n 1 2 3 4 5 6

m=1 1 1
2 2 2 4
3 3 18 6 27
4 4 84 144 24 256
5 5 300 1500 1200 120 3125
6 6 930 10800 23400 10800 720 46656

Soucty prvk{ v tabulkach davaji mocniny n™. Jsou to velmi rychle rostouci Cisla, ktera se
daji rozlozit na soucin dvou matic. Jednu tvofi matice binomickych koeficientd, druhou

matici jsou diference, které se jinak ziskavaji operatorovou algebrou



m=0 1 1
1 1 1
2 1 2 3
3 1 6 6 13
4 1 14 36 24 75
5 1 30 150 240 120 541
6 1 62 540 1560 1800 720 4683

Prvky matice s postupné zapliiovanymi sloupci, tedy bez prazdnych sloupcd.

S odpovidajicimi Cisly se opét daji provadét rlzné operace a tak se ziskaji rlzné

kombinatorické identity, jako jsou tfeba Lahova Cisla.

Identity spojené s mocninami jsou znamy v literature jako rozdéleni m rozliSitelnych véci
do n bunék. Toto oznaceni je nepresné. Ve skutecnosti jsou véci, Iépe reCeno objekty,
nerozliSitelné. Pouze vime, Ze na i-tém misté je objekt v j-té bunce (poli matice).
Samotné objekty nejsou nijak oznaceny a proto jejich vzajemné permutace nemaji
vyznam. Pokud objekty opravdu oznacime, nejlépe tretim indexem k, potom dostaneme

jiné rozdéleni a misto mocnin dostaneme rostouci faktorial, coz je podil dvou faktorialG.

Nadbytecnost informace
Pro elektronicky prenos zprav by bylo optimalni, kdyby se vSechny symboly vyskytovaly

v textu stejné Casto. Tehdy by prenos mohl byt nejekonomictéjsi.

Shannon nazval rozdil mezi optimalnim stavem, teoreticky davajici maximalni pocet
moznosti, a skute¢nou Ccetnosti symboll, méfenou pomoci informacni entropie,
nadbytecnosti (redundaci). Pfirozené soustavy se vsak vlbec nefidi teorii komunikace.
V pfirozenych jazycich se néktera pismena vyskytuji vtextu velmi casto jind jsou

pomérné ridka.

Tato vlastnost neni charakteristicka jen pro lidskou fe¢. I v DNA se rlizné kombinace
nukleovych kyselin kddujici sekvence aminokyselin vyskytuji s rliznou frekvenci. To

umoznuje vytvoreni daleko vétsiho poctu kombinaci.

Faktorial sedmi je 5040. To je pocet slov vzniklych permutacemi abcdefg. Jak jsme uz
ukazali, slov se sedmi pismeny typu aaabbcd je 176400 (pfi substitucich na rdzné
kombinace, tfeba eeeffgb). A na orbité (2, 2, 1, 1, 1, 0, 0) je slov se sedmi pismeny

(typu aabbcde) dokonce 264600. Nadbytecnost je spojena s vétsi rozmanitosti.



Tuto skutecnost vyuzil jako prvy Morse. Pri kddovani abecedy kombinacemi tecek a
Carek pridélil nejCastéji se vyskytujicim pismenlm nejkratSi kombinace. Pro anglickou
abecedu vystacil maximalné se Ctyfmi teckami ¢i ¢arkami. Kdyby se snazil, aby vSechny

koédy byly stejné dlouhé, musel by pouzit kddovani s péti teckami ¢i ¢arkami.

PoCty posloupnosti jsou nepredstavitelné velké. Vezmeme-li jako knihu jen dvé sté stran
textu s asi 2000 symboly na strance, vychazi jako pocet rliznych knih cislo s 700 tisici
nulami. Mezi témito knihami by byly vSechny knihy (delSi rozdélené do svazkd) ve vSech
jazycich psané nebo transkribované latinkou. Nebo jinak, ke kazdé knize by existovalo
asi 24 miliond vytiskl, které by se liSily jedinou tiskovou chybou od originalu, pokud by

se vlibec mohlo rozhodnout, co je original.

Mocninova funkce se obvykle spojuje s predstavou krychli a jejich objemem. S touto

formou této funkce si budeme hrat jako s Rubikovou kostkou v dalsi kapitole.



7 Hratky s kostkami

Zatim jsme se zabyvali v nasich statich o kombinatorice posloupnostmi symbold, tfeba
baba. ProtoZze jsme si symboly ztotoZnili s jednotkovymi vektory, mohli jsme si
posloupnost symboll predstavit jako drahu v n-rozmérném prostoru (nase predstavivost

ovsem velmi rychle narazila na fyzikalni bariéru nasich t¥i rozmérQ).

Kdyz jsme pouzili formalni zapis posloupnosti symbolll jako matice, formalizovali jsme

zmény posloupnosti symbolli jako permutace sloupct a fadkl takové matice.

S maticemi Ize provadét i dalSi operace. Jednou z nich je, jak uz vime, transpozice.
Transpozice oto¢i matici podél hlavni diagonaly, zaméni se pfi tom indexy radkd a

sloupcd.

Tedy pro nas jednoduchy priklad baba: Matice s dvéma sloupci a ¢tyrmi radky

= O~ O
O~ O

se preméni na matici s dvéma radky a ¢tyrmi sloupci

0 1
1 0

'_l.
[«

Takto transformované matice uz nejsou naivni, protoze maji v fadcich rdzny pocet
jednotkovych symbold. Tim se dostdvd naSe naivni interpretace matice jako
posloupnosti jednoduchych zakladnich vektorl do tézkosti a musime si najit néjaké jiné

jednoduché vysvétleni, co transponovana matice znamena.

Systematicky bychom se mohli zabyvat pripady, kdy radky obsahuiji vzdy dva jednotkové
symboly, to vSak udélame az pozdéji. Ted' si najdeme alternativni, obracené vysvétleni

vyznamu transponovana matice.

Sloupce plvodné znamenaly symboly tedy vektory. Tak jim tento vyznam ponechme.
Radky matice odpovidaly poradi symbolu v posloupnosti co? je vzdalenost symbolu od

pocatku posloupnosti: prvy, druhy az n-ty. To by také vyhovovalo, jen musime zménit



zacatek pocitani a pocitat index od stfedu souradnic, tedy od nuly. Tento posun bude mit

za nasledek, ze se nam ve vzorcich objevi u ¢isla m hodnota -1.

Jednotkové symboly budeme povazovat za konec prislusného vektoru a jejich poloha

nam bude oznacovat délku tohoto vektoru.

Tedy matice

0 1 0
1 0

'—l.
[«

odpovida polohovému vektoru (1, 0, 1, 0)
Posloupnosti symboll jsme vytvofili (generovali) jako souciny:
(a + b)(a + b)(a + b) = aaa + aab + aba + baa + bba + bab + abb + bbb.

Pro transponované posloupnosti pouzijeme obménénou funkci. Pocet symboll
jednotlivych ¢lend soucinu budou odpovidat délce jednotlivych os m (pdvodné to byl

rozmér prostoru n), pocet ¢lend soucinu n bude totozny s rozmérem prostoru n).
Vzhledem k nulovému indexu si také upravime vyznam cisel na osach n. Normalni

pravitko

nam bude predstavovat logaritmickou stupnici o zakladu 1. To je nutné, aby zlstala

zachovana plvodni interpretace posloupnosti

1 a aa aaa

jednotka odpovida nulté mocniné daného symbolu x0 = 1 (nultd mocnina véech &isel se
rovna jedné, tedy také 00 = 1).

Logaritmicka transformace zmensuje transformované hodnoty a to tim vice, ¢im vétsi je
zaklad logaritm@. PFi zakladu 10 transformovana hodnota 3 odpovida zakladu 1000,
zakladu 2 transformovand hodnota 3 odpovida zakladu 8 a 1000 odpovida asi 10. Cim

bude zaklad logaritm& mensi, tim vétsi bude logaritmus jakéhokoliv Cisla.



Logaritmicka stupnice, ktera je stejné dlouha jako stupnice zakladni, ma zaklad 1. Jsou

s tim spojeny velké problémy, ale ty nas ted’ nemusi zajimat.

Ted' si prosté napiSeme vytvorujici funkci trojrozmérné krychle s jednotkovou hranou.

Dostaneme 23, osm ¢len( soucinu:
(1+a)1+b)(1+c)=0 +a+b+c+ab+ac+ bc+ abc
ve kterych jednotky prosté vynechavame 0 = (111).

Tyto Cleny se snadno identifikuji se souradnicemi vrcholl krychle. Pokud se Vam nelibi
nazvy body a krychle, pouZijte nazev prvky a mnoziny, 111 je prazdnad mnozina, abc je
mnozina s tremi prvky. Jednd se tedy o Booleovu algebru. Nas vSak bude zajimat

kombinatorika krychli a pocty objektd v nich.

V plosném simplexu jsme pocitali pocty tfi objektl: orbit, bodd na jednotlivych orbitach

a posloupnosti vedoucich k jednotlivym bodim.

V krychlovém simplexu pocet bod odpovida poctu posloupnosti a pocet orbit odpovida
poCtu bodl v plosSném simplexu. Pocty rlznych naivnich matic se transponovanim
nemeéni, takze prislusné hodnoty zname.

To znamena, Ze je nutné vypocitat pouze pocty posloupnosti vedoucich k jednotlivym

bodlm jako hodnoty nové kombinatorické funkce.

V n rozmérné krychli s jednotkovou hranou existuje vzdy (n + 1) orbit. Ktomuto

jednoduchému vysledku se dostaneme slozitym vypoctem pres polynomicky koeficient.

K pocatku koordinat se dostaneme jedinym zptsobem, k bodlm leZicim na koordinatach
také jedinym zplsobem, k bodlm se dvéma koordinatami vzdy dvéma zplsoby (ab i

ba) a k bodlm s tfemi koordinatami Sesti zplsoby. Pocet zplsobl odpovida faktorialu n!.

Celkovy pocet posloupnosti pro n = 3 bude tvorit fadu: 1, 3, 6, 6. To je funkce

rostouciho faktorialu, kterou snadno ziskame jako podil dvou faktoriald m!/(m - i)! tedy

1=6/6
3=6/2
6 =6/1

6 =6/1



V poslednim pripadé jedna v Citateli je ve skutecnosti faktorial nuly: 1 = 0!. Funkci
rostouciho faktorialu Ize secist a soucty tvori fadu:
1,2,5, 16, 65,

jejiz Cleny Py se dostanou podle jednoduchého receptu:
Pn = nPn-]_ +1.

Krychle s jednotkovou hranou miZeme pouzit k registraci nehod. Kazdou nehodu
poznamename Carkou. Kdyz pocitdme s maximalné m nehodami pro jednotlivce, pak
mdze byt v naSem registru pouze jeden takovy smolaf, protoze ndm v matici nezbude
misto pro identifikaci, komu zdznam patii. NesSikd s (m-1) nehodami mlze byt m,
pozname je podle polohy mista nevyuzitého pro registraci nehod, osob s (m-2)

nehodami m(m-1) a st'astlivcll s 1 nebo Zadnou nehodou vzdy m!.

Toto rozdéleni objevil kdysi davno pan Poisson, kdyz se zabyval statistikou padd z koné u
francouzského kralovského jezdectva. Nas registr je urcen pro primérny pocet nehod 1,
zpravidla je tento pr@imér mnohem mensi a nase pocitadlo by bylo pfilis velké, takze by

se muselo upravit. To Ize udélat pomérné snadno nasobenim nehod koeficientem.

Einstein prohlasil, Ze nevéri v Boha hrajiciho v kostky. Minil tim interpretaci kvantové
teorie. Jenomze Poissonovo rozdéleni je jakasi kostka. A jestli povazujeme treba pady

z koné za nahodné, tak Svarni husari a kyrysnici vlastné rajtovali v jakési kostce.

U krychli s delSi hranou jsou prislusné vypocty slozit&jsi. Zname jen celkovy pocet prvkd,

avsak jejich rozdéleni uvnitr krychli je tfeba urcovat odlisné.

Tak napriklad trojrozmérna krychle shranou (0, 2) ma hladiny (soucet hodnot
koordinat):
O 1 2 3 4 5 6
Odpovidajici orbity jsou:
0 (0,0,0),
1 (1,0,0),
2 (11 1/ 0)/ (21 OI 0)/

3 (1I 1I 1)[ (21 1[ O)I
4(2,1,1),(2,20),



52, 2,1),
6 (2,2, 2)
Celkem: 10 orbit.
Pocet vektor( na hladinach: 1, 3, 6, 7, 6, 3, 1. Celkem: 27.
Pocet posloupnosti je tfeba pocitat podobné jako pro rostouci faktorial. Na jednotlivych
hladinach jsou to tato Cisla:
0 1

3

(3+6)
(18+6)
(18+36)
90

6 90.

Tak se dostavame k zajimavym, ale nudnym vypoctdm. Radéji se vratime k celkovému

g D W N =

poctu posloupnosti v jednotkovych krychlich, souctu funkce m!/(m - i)! v pfipadé, ze m
se blizi nekonecnu. Posledni ¢leny by mély byt faktoridly nekonecné velkych cisel, coz

znamena, ze by byly mnohem vétsi, nez nekonecno.

Ulohu musime obratit. Budeme hledat soucet nekonené fady klesajici funkce (m -k)!/m!
a zacneme od konce. Tim se dostaneme k souctu inversniho faktoridalu 1/k!, ktery

oznacime symbolem e:

e=1+1+1/2+1/6+1/24+ ... =2,71828...

Tento symbol e je znam jako Cislo e, cozZ je zaklad pfirozenych logaritml a zaroven jakysi

kli¢ k vysSSi matematice.

Zaver
Tady nékde konci klasicka kombinatorika.

S Cislem e jsme se presunuli do pruského Kralovce, kde méli pres reku a kanal sedm
mostl. Nékdo si polozil otazku, zda je mozné si vyijit v nedéli na prochazku a prejit po
vSech mostech jen jednou. Odpovéd’ na tento hlavolam nasel matematik Euler, s jehoz

jménem jsme se uz setkali. Zalozil tak novy obor matematiky, teorii grafd.



8 Teorie grafti

V predesSlych statich jsme se zabyvali kombinatorikou. Spojil jsem klasickou
kombinatoriku s pojmem prirozeného vektorového prostoru, ktery jsem chtél definovat
v analogii s prirozenymi Cisly, coz je vlastné jednorozmérny prirozeny komplex.

V Kralovci zil a pracoval genialni matematik Euler. Pod jeho uroven nebyl zdanivé trivialni
problém, zda pfi nedélni prochazce Kralovcem se da prejit po vSech sedmi mostech
v Kralovci jenom jednou a vratit se do vychoziho mista. Pokud byste neméli dost Casu,
abyste obesli prameny reky, tak to mozné neni. Euler zalozil touto studii novy obor,
k jehoz vyznamnému uplatnéni doslo prakticky aZ v poslednim pdistoleti.

K rozvoji teorie grafll prispéla i chemie. Vzorce chemickych sloucenin maji formu grafd.
Existuji vS8ak mnohem hlubsi souvislosti. Jedna Nobelova cena za chemii byla udélena
Hueckelovi, ktery ukazal, ze fyzikalni vlastnosti konjugovanych molekul (urcité
uhlovodiky s dvojnymi vazbami) odpovidaji vlastnim hodnotam matic spojitosti grafu
molekuly.

To je vSak problém uz dost abstraktni a vyzaduje hlubsi znalosti. Mnohem zajimavéjsi je
problém Harry Wienera (neplette si jej s jeho slavnhym jmenovcem Norbertem). Ten
koreloval body varl alkand (methan, ethan, propan, atd.) se soucty topologickych
vzdalenosti (pocty vazeb) mezi uhlikovymi atomy.

To jsou opravdu zakladni kupecké pocty. Nakreslite si uhlikovou kostru (to je technicky
termin, teorie grafl je nazorna disciplina, jako pojmy pouZivd nazorna slova: kostra,
strom, kofen, kmen, vétey, list, cesta) a spocitate pocty vazeb mezi vSemi pary atomd.
Potom je sectete a vysledné Cislo porovnate s teplotou, pri které alkan vre.

Takové pocitani je tak elementarni, Ze zcela uspokojilo mtj smysl pro jednoduchost. Az
do té doby, kdyz jsem dokazal, ze Wienerova Cisla jsou soucty vlastni hodnot jistych
inverznich matic dané molekuly, pripadné se objevi i jako vlastni hodnota zobecnéné
inverzni matice k matici molekuly znamé pod jménem Laplace-Kirchhoffova (Laplace ji
pouzil jako prvy pro nebeskou mechaniku, Kirchhoff ji vyuzil k rfeseni vodivosti
elektrickych obvod(). Pfi tomto problému by se méla Laplace-Kirchhoffova matice
invertovat. Potiz je v tom, Zze matice je singularni a tedy neexistuje jeji normalni inversni
protiklad. Za mych mladych let se Kirchhoffovilv problém fteSil (a mozna stale fesi)

rozkladem sité na stromy. Pocty vazeb mezi vSemi pary atomd se daji sestavit do matic



vzdalenosti. To jsou vSak vzdalenosti abstraktni, topologické. Skutecné geometrické
vzdalenosti v molekulach jsou vsak jiné. Takze se daji vypocitat geometrické analogy
Wienerova Cisla. Jenomze matice vzdalenosti maji jesté jinou zajimavou vlastnost.
Z porovnani vzdalenosti se da urcit Uhel mezi hranami. A z této interpretace plyne, ze
topologické vzdalenosti jsou Ctverci skuteCnych vzdalenosti a grafy se najednou objevi
jako objekty v n-rozmérném prostoru. Tento vysledek je dlkaz spravnosti mé koncepce
ploSnych simplex(. V literatufe se vyskytuji nazory, ze grafy jsou bezrozmérné objekty
(abstraktni), ¢i jednorozmérné objekty. Obecné Ize Fici, ze se nikdo timto problémem
vazné nezabyval.

DalSim zdanlivé neuziteCcnym problémem je fakt, ze grafy se daji barvit. Treba tak, ze
dva vrcholy spojené hranou nesmi mit stejnou barvu. Nejmensi pocet barev nutnych o
obarveni grafu jsou dvé. Grafy, které se daji timto zplsobem obarvit, jsou znamy jako

dvojdilné. Maji nékteré zajimavé vlastnosti.

Incidencni matice a grafy

Posloupnost symbolli, tfeba aaba, se da formalné zapsat jako naivni matice A. Jina
posloupnost symbold, tfeba babb, se da formalné zapsat jako naivni matice B.
Ted’ se budeme zabyvat problémem, jak matici A prevést na matici B.
Jedna moznost, kterou jsme vyuzivali v kombinatorice, je nasobeni zakladni matice A
zleva a zprava vhodnymi (jednotkovymi prmutacnimi) maticemi. To se da provést jen
v pripadé, Ze vychozi i koneCna matice jsou stejného typu a lezi na stejné orbité.
Druhou moznosti je konstrukce additivniho operatoru S s témito vlastnostmi:

A+S=B
Co tento operator S musi provést? Nejprve musi vynulovat matici A a potom zapsat na

volné misto matici B. V nasem prikladu operator S ma tvar

-1 1
0 0
0 0
1 -1

Obecné operator S ma tvar:
S=B-A
KdyZ si nakreslime dva body s koordinatami (1, 0) a (0, 1), pak vektor radek (-1, 1),

bude paralelni se spojnici této dvojice bodd a mdzZeme si jej predstavovat a zakreslovat



jako vektor smérujici pfimo z bodu a do bodu b. Pri zakreslovani vektoru fadku (-1, 1)
jde vektor nejprve z bodu a do pocatku koordindt a odtud do bodu b. Proto jeho
ztotoznéni s orientovanou spojnici bodd, hranou, je zcela opravnéné.
Radky operatoru S (0, 0) predstavuji smycku vracejici pGvodni stav. V teorii graféi se
nékdy tyto operatory pripoustéji a znaci se kruhovou Sipkou. Jindy jsou defini¢né
vylouceny.
K operatoru S mlzeme zkonstruovat analogicky additivni operator G pro neorientované
grafy, ktery ma tvar:

G =B+ A.

Pro nas priklad operator G ma tvar

= NOF

1
2
0
1

Vektor (1, 1) je kolmy na spojnici bodl a s b, neorientovanou i orientovanou hranu
grafu. Mlzeme si klidné predstavit, Ze neorientovanou hranu grafu zastupuje. Vektory
(2, 0) a (0, 2) odpovidaji smyckam. Prozatim se s nimi nebudeme zabyvat.

Po této jednoduché definici incidencnich matic jenom pfipomeneme, Zze do naseho
grafového prostoru budou patfit i obé kvadratické formy incidencnich matic S a G (STS,
SST, GTG a GGT) a také kombinace typu STG a GTS.

Pro jednoduchost mlzeme nejprve definicné pripustit, Ze se kazda hrana mize
v incidencnich maticich objevit pouze jedenkrat. Tak dostaneme prosté grafy. Opét se
budeme zabyvat kombinatorickymi problémy, jako je pocet r@znych grafii s n vrcholy a
m hranami. Tento problém bude jednodussi, kdyz si vrcholy oznacime. Neoznacené grafy
vytvori v novém prostoru orbity a jejich poCty se musi slozité urovat. Obecné jsou
problémy spojené s enumeraci grafi mnohem slozZit&jsi nez klasické kombinatorické.
UpIné grafy K, maji podobu plognych simplexd. N vrcholl je spojeno hranami se véemi
ostatnimi hranami.

Jako kanonicky tvar incidencnich matic S, Uplnych grafG K, zvolime ten, ktery
odpovida postupnému pridavani vrchold a hran k mensim grafim:

Sn_l 0
I, . 3




kde 0 je nulovy vektor sloupec, I je jednotkova diagonalni matice a J je jednotkovy
vektor sloupec.
Inciden¢ni matice S, a G, Uplnych grafli K;,, které maji n sloupcl a n(n-1)/2 fadkd,
jsou dllezité operatory, které zobrazi n(n-1)/2 rozmérnou cCtvercovou matici M na
Ctvercovou matici jen s n rozméry:

STMS nebo GTMG.

Kazdy prvek matice M se objevi v matici STMS nebo GTMG dvakrat. Jednou na
diagonale, podruhé jako mimodiagonalni prvek, ktery je kladny u matice GTMG a

zaporny u matice STMS.

Vedle téchto matic je mozné graflim pfiradit i tak zvané Petrieho matice.

Na zavér si dovolim jednu otdzku. V Athénach bylo zvykem se pfi filozofickych
disputacich prochazet. Jak jsem uved|, zaklady teorie grafil jsou nazorné a elementarni.
ProC¢ nenapadlo athénské matematiky zabyvat se grafy? Co jim chybélo, aby prisli na

zéklady této teorie? Téch sedm mostli z Kralovce, nebo to bylo néco jiného?



9 Enumerace grafti

Enumerace je osklivé slovo pro zajimavy problém pocitani rdznych objektli, samoziejmé
i grafll (1). V tomto pfipadé znamend pocitani vSech rliznych moznosti existence graftl
rlizné definovanych. Je to pomérné mlady obor teorie grafli a podnétem pro jeho rozvoj

byly z pocatku praktické problémy chemie.

Existuji rizné chemické slouceniny se stejnym zastoupenim zakladnich atoml a stejnym
souhrnnym vzorcem, které se liSi svou strukturou, tedy tim, jak jsou atomy v molekule
usporadany. Takovym slouceninam se fika isomery. Urcitou vyhodou pfi hledani poctd
isomerd je omezeni vaznosti atomd, které isomerni slouceniny tvorfi, nejCastéji na Ctyfi
vazby u sloucenin uhliku, kde je tento problém nejcastéjsSi. Toto omezeni vSak na druhé
strané mlze komplikovat nalezené matematické vztahy, misto obecné platnych vzorcd je

treba hledat jejich specifické tvary.

Pocty isomerd se nejprve zjistovaly jednoduchym postupem, badatel si kreslil vSechny
moznosti, jak kombinovat atomy, a po nalezeni vSech isomer( pro pocatky rdznych fad
se pokousSel nalézt pravidelnosti v rozvoji fad a potom je dokazat. Tento postup je stale

aktualni, jen se do podobného hledani zapojuji pocitace.

Podobné jako v klasické kombinatorice, existuji pfi pocitani poctl graft rlizné moznosti,

jaké prvky grafu budeme povazovat za rozliSitelné ¢i shodné.

Zakladem jsou pocty rliznych grafll, u nichz ani vrcholy, ani hrany nejsou nijak oznaceny.
Tyto pocty odpovidaji orbitam v pfirozeném vektorovém prostoru, rozkladdm cisla m na
n sc¢itancd. Cislo n je pocet vrchold grafu. Cislo m predstavuje pocet hran nebo jinak
chemickych vazeb. Vzhledem k tomu, Ze u kazdého vrcholu pocitdme vétSinou vSechny
incidentni hrany, pocitad se kazda hrana dvakrat a proto Cislo m je v tomto pfipadé
dvojnasobek skutecného poctu hran. U orientovanych grafd se mdzZzeme zajimat zvlasté o
poCty orientovanych hran vchazejicich a vychazejicich z jednotlivych vrcholl. Takovym

graflim se Fika turnaje, protoze znazornuiji vztahy mezi castniky turnajd.

Soucet poctu incidentni hran u jednotlivych vrchold je vzdy sudé Cislo. Na jednom
rozkladu mlze byt umisténo vice rliznych grafd. Tak tfeba rozklad (2, 2, 2, 2, 2, 2) mlze
znamenat jeden cykl délky 6, nebo dva cykly délky 3, pokud uvazujeme jen prosté grafy

(s jednoduchymi vazbami).



Dalsi moznosti pocitani rliznych kombinaci jsou grafy, u nichZ jsou oznaceny bud’ vrcholy
nebo hrany, nebo oba prvky. Pfi tom oznaceni midze byt GpIné, ke kazdému prvku se
prifadi zvlastni symbol, nebo Castecné, kdy vzdy nékolik prvkd ma stejné oznaceni

(rGzné chemické prvky).

Pro Castecné znaceni se nékdy uZiva pojem barveni grafu. Tak tfeba se mizeme pokusit
oznadit vrcholy grafu dvéma (pfipadné tfemi a vice) barvami takovym zplisobem, aby
nikdy dva vrcholy se stejnou barvou nemély spole¢nou hranu, jinak receno, aby spolu
nesousedily. Pokud se néjaky graf podari takto oznacit, fika se mu potom dvojdilny

(trojdilny atd.). Takové grafy maji urcité specifické vlastnosti.

Problém znaceni hran barvami je znam také jako problém map, protoze u rovinného
grafu udava nejmensi pocet potrebnych barev pro vybarveni grafu, aby se nikdy

nesetkaly dvé rlizna izemi se stejnou barvou.

Nékteré priklady

NejjednodusSim prfipadem enumerace grafl je nalezeni poctu prostych grafl
s indexovanymi vrcholy. V tom pripadé jsou vSechny hrany rozliSitelné a staci jen hledat
moznosti, kolika zplsoby Ize vybrat k objektt (hran) z n(n - 1)/2 objektd. Tyto moZnosti
jsou dany binomickymi koeficienty, takze poclty vSech takto oznacCenych grafl jsou

mocniny Cisla 2.

DalSim jednoduchym pfipadem je enumerace stroml s indexovanymi vrcholy. Strom s n

vrcholy ma (n-1) hran.

Dlkaz nasel Priifer. Stromy se algoritmicky osekaji na zakladni vétev se dvéma vrcholy a
postup osekavani urcuje oznaceni stromu: Kazdy strom ma alespon dva listy, coz jsou
index vrcholu, ke kterému byl odseknuty list pripojen. Tak se postupuje k poslednim

dvéma vrchollm. Dostanou se vSechny posloupnosti n symboll délky (n-2).

Priklady: Hvézda S(5) s korenem 3 da posloupnost 3,3,3. Linearni retézec L(5) 1-5-4-3-2
da posloupnost 5, 3, 4, protoZe nejprve odsekneme vrchol 1 pripojeny k vrcholu 5,
potom vrchol 2 pFipojeny k vrcholu 3 a nakonec vrchol 3 pFipojeny k vrcholu 4. Retézec

2-1-4-3-5 dat podobné posloupnost 1, 4, 3.



Stromy mlzeme také spocitat podobné jako jsme pocitali naivni matice, kdyz vezmeme
v Uvahu, ze pocet hran u vSech vrcholl je (2n-2), pficemZz n jednotek je vazano
podminkou vaznosti stromu, takze jen (n-2) jednotek je volnych pro rozdélovani. Tento

postup ma nevyhodu, Ze na jednotlivych orbitach se poditaji rlizné stromy.

Pro zajimavost mlzeme také zminit obraceny postup, Ze se naivni matice N mohou
rozsifit na incidencni matice grafu G nebo S, tim, Ze k naivni matici N pfidame jako blok
jednotkovou diagondlni matici I. Takové incidencni matice jsou matice hvézdnych lesd,
kde koreny jednotlivych stromd jsou predstavované n symboly a jednotlivé vyskyty

symbold jsou listy stromu (2).

Pokud se budeme zabyvat enumeraci grafli hloubéji, pak mdZeme vychazet ze
zakladniho schématu, které jsme pouzili u naivnich matic. Matice se nasobi zprava i zleva
jednotkovymi permutacnimi maticemi potrebného rozméru (n zprava a m zleva)
predstavujicimi  symetrické grupy S(n) a S(m). PostacCi nasobeni jen predstaviteli
jednotlivych podgrup. Pokud hrany nejsou oznaceny, nasobeni grupou S(m) je

nadbytecné a postacuje jen nasobeni grupou S(n).

Po provedeni vSech nasobeni se najdou pocty rozliSitelnych vysledkd. Tento pocet
ukazuje symetrii daného grafu predstavovaného matici sousedstvi grafu G
(neorientovany graf) a S (orientovany graf). V obou maticich jsou v kazdém radku dva
jednotkové prvky, u orientovaného grafu jeden z nich ma kladné a druhy zaporné
znaménko. Vzhledem k tomu nejsou vysledky nasobeni zcela nezavislé, ale jedna se o

spletenec grup symetrie.

Nebo se problém pokusime vysvétlit jinak. Permutace n sloupcl pisobi na hrany grafu,
coz je az n(n-1)/2 prvk{. Délka cyklu vsak nem{ze byt vétSi nez n. To vede k tomu, Ze
symetrie grafu je omezena jen na nékteré prvky vétsi grupy S(n(n-1)/2). Tato grafova
grupa nesmi obsahovat cykly delSi nez sn prvky a také nemlZe obsahovat cykly

s délkou, ktera neni délitelem cisla n.

Vysledky nasobeni Ize do jisté miry predvidat, protoze byla odhalena pravidla urcujici
vysledky nasobeni. Zaslouzili se o to v tficatych letech dva matematici, Polya (3) a
Redfield (4). Redfield mé&l smllu. Jeho prva prace zcela zapadla, druhou se mu viibec
nepodarilo uverejnit. Redfieldovy ¢lanky byly znovu objeveny a jejich vyznam ocenén az

po padesati letech.



Odhaleni téchto vztaht umoznilo pouzit pro enumeraci grafli podobné vztahy jako pro

enumeraci prvkd grupy.

Dosazeni do téchto vztahl opét neni zcela jednoduché, ale dava po vycisleni

pozadované pocty neznacenych grafii.
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10 Vlastni hodnoty a vlastni vektory matic

V této kapitole se dostdvame k oblasti, kterou mdzeme oznalit za obtiznou. Jeji

obtiznost je hned dvojiho druhu, je to obtiznost technicka a také koncepcni.

Technické nesnaze spojené s vypocty vlastnich hodnot a vlastnich vektord matic vétsich
rozmérl nez tfi jsou veliké a s opravdu velkymi maticemi i pocitace maji mnoho prace.
Tyto potize s vypocty vSak vedly k objeveni fady zajimavych vztahl umoZziuijicich nalézt
vlastni hodnoty nékterych typl matic jednoduchymi triky. Tyto postupy jsou vsak

zalozeny na hlubokych souvislostech mezi vlastnostmi grafli a vlastnimi hodnotami.

Koncepcni nesnaze jsou dany tim, Ze se jedna o vztahy skryté az tajemné. Podobné jako
kapky desté rozkladaji slunecni svétlo na spektrum svétel rlizné vinovych délek, které se
nam objevi jako duha, tak vlastni hodnoty tvori spektrum matice. Pfirovnani ma i hlubsi
smysl. Na konci duhy se pry skryva poklad, spektra matic jsou Casto klicem pro reSeni
védeckych a technickych problémd. Chvéni hudebnich nastrojd a technickych konstrukci,
jako jsou mosty, je prikladem, kdy vlastni hodnoty pfimo vnimame, aniz bychom je
museli pocitat. U hudebnich nastroji slySime tony, u technickych konstrukci mize jejich
kmitani vést k destrukci staveb. I naSe téla jsou vlastné konstrukcemi plnymi kmitd

molekul.

Podobné jako se fyzikové nespoléhaji na nahodny vznik duhy, ale pouzivaji k rozkladu
svétla hranoly, tak se i matematikové naucili rozkladat matice, nebo je upravovat na

prlzracny tvar.

Permanent a determinant

Matice s m fadky a n sloupci obsahuje nm prvkd. Na Sachovnici mdzeme umistit figury
Sachové hry podle urcitych pravidel, tfeba lIze reSit Ulohu, aby se koné vzajemné
neohrozovali. Analogicky mizeme vybirat prvky matice, tfeba tak, aby nenulové prvky

matice nebyly ve stejném sloupci.

Pri vypoCtu permanentu vybirame v kazdém radku matice jeden prvek a ten nasobime
prvkem v dalSim fadku, ale jiném sloupci. Pokud je matice ¢tvercova, potom existuje n!
takovych soucind. Tyto vybéry jsou permutacemi prvkd matice. Soucet vSech soudcind

prvkl se nazyva permanent.



Existuje cela teorie permanentl, kdy se hledaji podle urcitych pravidel permanenty
rlznych typl matic. V nékterych pfipadech jsou vysledky shodné s klasickymi

kombinatorickymi identitami.

Jen pro ukazku permanenty nékolika jednoduchych matic:

Matice
(1,1,1)
Permanent je 3, coC je prosté soucet prvkli 1 + 1 + 1 = 3.
Matice
1,2,3)
Permanent je 6, soucet 1 + 2 + 3 = 6.
Matice
1 1 1
1 1 1

Permanent je 6, ponévadzZ soucet ma Sest jednotkovych clend. Prvek (1,1) se kombinuje
s prvky (2,2) anebo (2,3), dalSi dva prvky v prvém fadku podobné s jinymi dvéma

v druhém radku.

Matice
1 1 1
1 1 1
1 1 1

Permanent je opét 6. Pocet Clenli permanentu se uz proti predeslému prikladu nezvétsil.
Prodlouzeni fetézce ze dvou prvkl na tfi nema vliv na vysledek vzhledem k jednotkovym

hodnotam prvkd.

Matice

Permanent je 22, soucet je dan prvky 1*2 + 1*3 + 2*1 + 2*3 +3*1 + 3*2,

Matice



3 2 1
Permanent je 26.
Matice
1 2 3
2 1 3

Permanent je 23.

V poslednich tfech ptipadech usporadani prvkl v matici ma vliv na hodnotu permanentu.
Pokud by matice obsahovala zaporné prvky, mize byt hodnota permanentu i nulova ¢i

zaporna.

S permanentem souvisi Uzce jinad charakteristika matice, jeji determinant. Determinant
ma mnohem vétsi prakticky vyznam. Determinant se pocita podobné jako permanent,
pouze s tim rozdilem, Ze polovina permutaci prvkl dostane zaporné znaménko podle
inverzniho poradi nasobeni prvkd. Pokud matice neni ctvercova, determinant
obdélnikové matice je automaticky nulovy. To si mlzeme vysvétlit tak, Ze si predstavime
matici rozSifenou na Ctvercovou o nulové prvky. Ty se objevi v kazdém clenu souctu

tvoriciho determinant, takze vysledek je nula. Determinant matice (2,2) s prvky

a b
C d

Je tvoren rozdilem soucinl prvkd ad - bc.

Determinant matice (3,3) s prvky

a b e
C d f
g h [

Se rovna rozdilu (adi + bfg + ech) - (afg + bci + edg). Pro jeho vypocet existuje
technicka Uprava matice jejim rozsSifenim o dva rfadky, aby se snadnéji odecetly vSechny

prvky a,bie




Q
o
D

Sikmo odetitané prvky zleva doprava jsou kladné, Sikmo odecitané prvky zprava do leva

jsou zaporné.

Hledani determinantl matic vétsich rozmérl byla pred zavedenim pocitacl zdlouhava
matematicka operace vyzadujici znacnou technickou zrucnost pfi hledani faktorialné

rostouciho poctu prvkl determinantu.

Na druhé strané nalezeni determinantu matic urcitého typu miZe byt zcela snadné.
NejsnadnéjSi je to v pripadé, Ze matice je diagonalni, protoZze potom rozvoj
determinantu ma pouze jeden nenulovy clen. To plati i v pripadé, Ze matice ma

trojuhelnikovy tvar.

Zjistilo se, ze urCité operace s maticemi, jako je pricteni nékterého radku ¢i sloupce
k jinym, neméni hodnotu determinantu. Takova zména méni vSechny kladné i zaporné
prvky determinantu stejnym zplsobem, takze se zmény vzajemné vykompenzuji. Témito
operacemi Ize prevést matici na trojuhelnikovy tvar v méné krocich, nez je potreba pro

nalezeni vSech permutaci. Proto je snazsi vypocet determinantu timto zplsobem.

Determinant je ddlezity pro dalSi operace s maticemi, predevsim pro otazku existence
inversni matice k dané matici. Aby existovala inversni matice, nesmi byt determinant

nulovy. Toto tvrzeni vSak neni zcela presné.

I kdyz je determinant nulovy, mohou existovat zobecnéné inversni matice, pokud ta
,nulovost" neni prili§ hluboka. Abychom toto tvrzeni mohli vysvétlit, musime nejprve

objasnit, co determinant vlastné je.

Charakteristicky polynomial

Matice jsou operatory plsobici na vektory, bud’ sloupce, nebo fadky, v zavislosti na tom
v jakém poradi se operace nasobeni provadi. K matici M mlzeme pficist nebo odelist
jinou matici. Pokud zvolime jako tuto matici diagonaini prvky x (xI), dostane se pfi
vypoCtu determinantu matice (xXI - M) vyraz obsahujici mocniny prvku x od 0 do n,

priéemz nékteré z nich mohou chybét, ponévadz se vynuluiji.



Pro shora uvedenou matici

a b
C d
ma upravena matice tvar
X-a -b
-C x-d
a vysledek je (x -a)(x - d) - bc.
Pro matici
X-a -b -e
-C x- d -f
-g -h X- i

je vysledek (x -a)(x - d)(x - i) + bfg + ech - (x- a)fg - bc(x -i) - e(x -d)g. Po provedeni
vSech naznacenych operaci se dostane vyraz obsahuijici rlizné mocniny x. Tento polynom
se nazyva charakteristicky polynom. Pokud tento charakteristicky polynom polozime
rovny nule, Ize vzniklou rovnici n-tého stupné fesit nalezenim hodnot x, které rovnici

vyhovuiji. Tyto hodnoty jsou znamy jako vlastni hodnoty matice.

V pripadé matice

je charakteristicky polynomial x* - 4x -3. Ten lze rozloZit na soucin (x -3)(x -1) a vlastni

hodnoty dané matice jsou 3 a 1. Soucet vlastnich hodnot je stejny jako stopa matice,

Tento priklad umoziiuje také najit vlastni hodnoty pfimo. Matici Ize rozlozit na
jednotkovou matici a jednotkovou diagonalni matici. Vlastni hodnoty tohoto souctu jsou
rovné souctu vlastnich hodnot matic souctu. Jednotkova matice ma jednu nenulovou
vlastni hodnotu rovnou rozméru matice, tedy jeji spektrum je 2, 0. K tomu se prictou

vlastni hodnoty jednotkové diagonalni matice 1, 1.

Soucet vlastnich hodnot se rovna stopé matice (souctu diagondlnich prvk( matice) a

soucin vlastnich hodnot se rovna determinantu matice.



Viastni vektory

Vlastni vektory jsou vektory, na které dana matice plsobi jako skalar, coz znamena, ze
pri nasobeni urcité matice jejim vlastnim vektorem matice nasobi kazdy prvek vlastniho

vektoru vlastni hodnotou.

V poslednim ptikladé jsou zakladem vlastnich vektord hodnoty (1, 1) a (-1, 1), protoze
2x1 + 1x1 = 3i 1x1 + 2x1 = 3 a 2x(-1) + 1x1 = -1 a 1x(-1) + 2x1 = 1. Pouzil jsem
vyraz zaklad vlastnich vektori, protoze na vlastni vektory je kladena dalsi podminka,
jejich skalarni soucin s matici musi byt rovny 1, takze oba vektory shora musime délit

odmocninou ze dvou.

Takové normalizované vlastni vektory proméni svou vlastni matici, pokud ji seviou do
skalarniho soucinu, v diagondlni matici vlastnich hodnot. Lze tedy pfirovnat matice
vlastnich vektor( ke dvéma Stéplim krystalu dvojlomného vapence, které brani prlichodu
polarizovaného svétla, pokud nejsou sestaveny stejné, jak byly uspofadany v plvodnim

krystalu. PFi spravném nastaveni vSak polarizovaného svétlo (spektrum) propoustéji.

Pokud matice M neni ¢tvercova, maji podobny vyznam jako vlastni hodnoty hodnoty
singularni, coz jsou vlastni hodnoty vnitfnich a vnéjsich skalarnich sou¢inG MM™ a M™M.
Pokud matice M je symetrickd, pak jsou oba skalarni sou¢iny MM™ a M™ shodné a
singularni hodnoty jsou druhé mocniny vlastnich hodnot matice M. Tim jsme vlastné
prozradili dalSi pravidlo, podle kterého vlastni hodnoty mocnin matic jsou prislusSnymi
mocninami vlastnich hodnot. Tento vztah se vyuziva i pro vypocet vlastnich hodnot

nékterych matic.

Vnitini skalarni soucin jednotkového sloupce J je n. To je singularni hodnota tohoto
sloupce a také jedind nenulova hodnota matice tvorené samymi jednotkami, coz je

vnéjsi skalarni soucin jednotkového sloupce J.

Pokud k matici pricteme nebo od ni odecteme néjaky nasobek k jednotkové diagonalni

matice I, potom se zméni vSechny vlastni hodnoty o tuto hodnotu k.

Pocitacové programy casto vypocitaji vlastni hodnoty soucasné s vlastnimi vektory.



Jak jsme se uz zminili, nékdy lze vypocitat vlastni hodnoty zcela jednoduchymi postupy.
Zvlasté v pripadé, kdy reSena matice je vnitfnim nebo vnéjSim skalarnim soucinem
inciden¢ni matice orientovaného grafu S, pak pro vypocet vlastnich hodnot Ize pouzit

celou fadu vztahd, které zdanlivé nemaji s matici nic spole¢ného.

Skalarni soucin S'S je znam jako Laplace-Kirchhoffova matice. Samotné pojmenovani
napovida, Ze takové matice nalézaji uplatnéni v nebeské mechanice (Laplace) a
v elektrotechnice pfi vypoctu elektrickych obvodd (Kirchhoff). A dalSi uplatnéni nalezly
v chemii, kde se ukazalo, ze fyzikalni vlastnosti molekul odpovidaji maticim tyto molekuly
popisujicim, at’ jsou to primo Laplace-Kirchhoffovy matice, nebo jejich mimodiagonalni

Casti, matice sousedstvi.

Skalarni soucin Laplace-Kirchhoffovy matice S'S ma tvar (V - A), kde V je diagonalni
matice registrujici pocet hran sousedicich s vrcholy j a A je matice sousedstvi, ve které
nenulové prvky ukazuji pocet hran spojujicich dva vrcholy (pri tom neni nutné, aby tyto
prvky byla celd disla, postacujici podminka je, aby soucty prvkl matice v fadcich a

sloupcich byly nulové).

Charakteristicky polynomial matic sousedstvi acyklickych graft (bez cykll a smycek) se
pocita velmi snadno (pokud graf neni prilis veliky, pak se opét objevi technicky problém,
vypocet je zdlouhavy a snadno se spletete). Najdou se vSechny mozné obrazce
jednotlivych hran, nesousedicich dvojic hran, trojic hran a tak dale. Tyto pocty se
stfidavymi znaménky plus a minus tvori koeficienty u sudych mocnin x (v pfipadé grafl
se sudym poctem vrchold) nebo u lichych mocnin x (v pfipadé grafd se lichym poctem

vrchol().

Tak u linearniho retézce se Ctyfmi vrcholy a tfemi hranami jsou to tfi hrany a jedna
dvojice, u linearniho fetézce se Sesti vrcholy a péti hranami je to pét hran, Sest dvojic a

jedna trojice.

Kdyz si koeficienty sestavime do tabulky, tak zjistime, Ze uz ji zname. Je to zfedéna

inverzni Poissonova matice

n 0 1 2 3 4 5 6
n=0 1

1 0 1

2 -1 0 1

3 0 -2 0 1



4 1 0 -3 0 1
5 0 3 0 -4 0 1
6 -1 0 6 0 -5 0 1

U grafd scykly se takto vypocteny acyklicky polynomial musi opravit koeficienty

pocitajicimi dvakrat pocet vSech cykld rliznych délek.
U jednoduchych cykll charakteristicky polynomial matic sousedstvi ma jednoduchy tvar
x" -1=0.

Hledani vlastnich hodnot se zméni na problém reSeni tohoto typu rovnic pomoci

substituci, vedouci k souctu sinu a kosinu.

Matice sousedstvi prostych grafli maji nulovou diagonalu. Na diagondle se vSak mize
zaznamenavat existence smycek. Charakteristicky polynomial matic sousedstvi grafti se
smyckami se da vypoclitat podobné jako u prostych grafd. Smycky tvofi obrazce
samostatné jako hrany, avSak také obrazce v kombinaci s hranami. Pocet jednoduchych
smycek se objevi jako koeficient u vynechané mocniny x, kombinace smycky s jednou

hranou u dalSi vynechané mocniny x.

Vzhledem k tomu, Ze Laplace-Kirchhoffova matice S'S ma tvar (V - A), a jak jsme fekli,
pokud diagonalni matice V ma vSechny hodnoty stejné, existuje vztah mezi vlastnimi
hodnotami této matice a vlastnimi hodnotami matice sousedstvi. Vztah je jednoduchy

v pripadé pravidelnych grafil, kde vSechny vrcholy maji stejnou hodnotu incidence.

Laplace-Kirchhoffovy matice S'S Uplnych grafé maji hodnotu diagonalni matice V (n - 1).
Mimodiagonalni prvky jsou -1. To je stejné, jako kdyby hodnota diagonalni matice
V byla n a od této matice se odecetla ¢tvercova jednotkova matice. To da (n-1) vlastnich
hodnot rovnych n a jednu nulovou vlastni hodnotu. A podobné jako se Uuplny graf

rozStépi na dvojici komplementarnich graft, tak se rozstépi spektrum uplného grafu.
Jednoduchy priklad:

Matice




ma vlastni hodnoty 3, 1, 0. Matice

1 0 -1
0 0 0
-1 0 1

ma vlastni hodnoty 2, 0, 0. Po prisluSném prirazeni vlastnich hodnot se dostane soucet

3, 3, 0, coz je spektrum matice

2 -1 -1
-1 2 -1
-1 -1 2

Dlkaz tohoto tvrzeni je zalozen na vlastnostech zobecnénych inverznich matic. Matici

komplementarniho grafu Ize ziskat snadno ze znalosti zobecnéné inverzni matice.

Roubovani stroml a rekonstrukce charakteristického polynomidlu je dalsi zajimava

problematika.

U matic sousedstvi strom( Ize pfi hledani charakteristického polynomialu pouzit techniku
roubovani. Pri pridani nového listu je charakteristicky polynomial souctem soucinu
charakteristického  polynomialu p@vodniho stromu nasobeného clenem x a
charakteristického polynomialu ptvodniho stromu osekaného o vsechny vétve sousedici
s vrcholem, ke kterému byl list pfidan. Takové osekani odstrani z matice grafu i-ty
sloupec a radek (sloupec z matice incidence), coz Ize povazovat za diferenci pfislusného

grafu a jeho matice.

Tyto diference grafu jsou znamy jako Ulamovy podgrafy. Ulam vyslovil domnénku, Ze ze
znalosti vSech takovych podgrafil Ize rekonstruovat plvodni graf. Pokud nejsou vrcholy
oznaceny, tak to neni u velkych grafd snadna zaleZitost. Velkym problémem je

identifikace vrchol@ v rlznych podgrafech.



Rekonstrukce charakteristického polynomidlu ze znalosti charakteristickych polynomialG
vSech Ulamovych podgrafil je vSak snadna operace. Charakteristické polynomialy vSech
Ulamovych podgrafli se jednoduse sectou a vysledek se povazuje za diferencial
charakteristického polynomidlu vytvoreny podle pravidel diferenciace. Clen nx™?

diference odpovida plvodnimu ¢lenu x" atd.
U strom{ Ize provést rekonstrukci polynomial{ i pro diferenciaci podle hran.

Existuje jeSté fada dalSich pravidel a vztah(, které Ize vyuzit pro vypocet nebo odhad
charakteristickych polynomiall. Tak tfeba matice sousedstvi linkovych cyklickych grafi
(graf tvoreny mimodiagonalnimi prvky matice SST) obsahuiji vlastni hodnoty -2, aby se

eliminovalo (m - n) diagonalnich prvkd matice SS™ s hodnotou 2.

Nejobecnéjsi metodou vypoctu charakteristickych polynomiald je technika, jejimiz autory
jsou La Verrier, Frame a Fadéjev. Tito matematikové Zili v rlznych dobach. To svéddi o

tom, Ze tato technika byla objevena, zapomenuta a znovu objevena trikrat.

Metoda spociva v opakujicim se odeditani stopy matice nebo jejich nasobkl a nasobeni
takto ziskanych matic plvodni matici. Stopa matice se rovna souctu vlastnich hodnot a
v nasobcich se nasobi kazda vlastni hodnota témito soucty. Postupné se tak dostavaji
souciny dvojic, trojic a obecné n-tic vlastnich hodnot a rekonstruuje se charakteristicky

polynomial.
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11 Inverzni matice

Moebiusova inverze

O némeckém matematikovi Moebiusovi jste asi slySeli jako objeviteli plochy, ktera ma jen
jednu stranu. Vezméte dostatecné dlouhy prouzek papiru, zkrutte jej o 180 stupnl a
slepte jeho konce, takze dostanete jakousi obruc.

Prouzek mél plvodné dvé strany. Zkuste si oznacit jednu stranu slepeného prouzku
carou jdouci stfedem pasku a zjistite, ze se Cara uzavie, Moebiusllv pas ma jedinou
stranu. Kdyz prouzek podél ¢ary rozstrihnéte, dostanete dva spletené kruhy.

Da se dlouho spekulovat, co by se tfreba mohlo stat, kdyby Vesmir, ve kterém Zijeme,
mél topologii podobnou Moebiusovu pasu.

My se ted’ nebudeme zabyvat timto problémem, ale dalSim Moebiusovym objevem, ktery
ma velmi podobné vlastnosti. Jsou to dvé funkce, z nichz jedna je inverzi druhé, takze je
vlastné nelze oddélit protoZe existuji soucasné. Podobnost existuje i v tom, Ze se také
dostanou ,rozstfizenim", i kdyz se tohle rozstrizeni technicky provadi jinak, ,rozstfizené"
Casti se naopak spojuji, v tomto pripadé se dvé maticové funkce se spojuji v diagonalni
pas, ve kterém jsou samé jednotky.

Nejprve trochu impertinentni otazku: Vite co je to Erastothenovo sito?

To sito je primitivni zafizeni na ryZovani prvocCisel. Na Erastothenovo sito se vysypou
prirozena Cisla a kdyz Cislo sitem propadne na dno, jedna se o prvodislo.

Technicky je konstrukce Erastothenova sita velmi jednoducha.

Je to matice E, jejiz prvky e(ij) jsou 1, pokud Cislo i déli Cislo j a 0, jestlize j neni beze
zbytku délitelné cislem i.

Prvy fadek sita jsou samé jednotky a samé jednotky jsou také na diagonale matice,

ktera predstavuje dno sita. Tak tedy

—
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Cisla 1, 2, 3, 5 a 7 propadnou ze zakladni ¢ary na diagonalu, jsou to tedy prvocisla. Mezi
jednotkami v prvém radku neni zadna nula, v druhém fadku je mezi jednotlivymi
jednotkami jedna nula, v tretim fadku jsou mezi jednotlivymi jednotkami nuly dvé,
v dalSim radku tfi nuly a tak jsou mezery stale Sirsi.

S prvocisly s mlzeme vyhrat. Docela pékna funkce je pocet délitell jednotlivych Cisel,
s tim problémem se vSak nyni nebudeme zdrzovat. Najdeme matici, ktera pfi vynasobeni
s Erastothenovym sitem da jednotkovou diagonalni matici.

Tato matice ma tvar

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
-1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 -1 0 1 0 0 0 0 0 0
-1 0 0 0 1 0 0 0 0 0
1 -1 -1 0 0 1 0 0 0 0
-1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 -1 0 0 0 1 0 0
0 0 -1 0 0 0 0 0 1 0
1 -1 0 0 -1 0 0 0 0 1

Na diagondle Moebiusovy matice jsou vzdy jednotky, m(i=j) = 1. Dovedete odhalit
zplsob, jakym jsou v Moebiusové matici rozdélena cisla 1, -1 a 0 mimo diagonalu?
Zaporny jednotkovy prvek musi byt v prvém sloupci u prvocisel, aby se v prvém sloupci
soucinu vynulovaly dva jednotkové prvky v prislusném sloupci Erastothenova sita. Pokud
je Cislo j mocnina i, pak m(i1l) = 0. Dale plati, Ze m(ij) = -1 pro prosty délitel Cisla i. Pro
Cisla, ktera jsou soucinem délitell Cisla i plati pravidla nasobeni, takze mohou mit obé

znaménka podle toho, kolik déliteld Cisla i -1 se nasobi.

Inverzni funkce
Pripomenme si, ze existuji dva typy inverznich funkci, aditivni, kdy se jedna o soucet

dvou prvkd

a+(a)=0
a multiplikativni, kdy se jedna o soucin dvou prvk{
ax@yh)=1

Obecné témito inverznimi prvky a mohou byt i matice. Aditivni inverzni matice je dana



matice, jejiz vSechny prvky maiji opacné znaménko. Na nasem prikladé Moebiusovy
inverze jsme vidéli, Ze u multiplikativni inverzni matice jsou vztahy slozit&jsi. Pri nasobeni
matic se prvky obou matic nejen nasobi, ale soucasné seditaji, proto se vétSinou
v inverzni matici matice, jejiz vsechny prvky jsou kladné, objevi prvky zaporné.

V nékterych pripadech mlze byt inverzni matice totozna s danou matici, pokud plati
vztah

MM! =1

kde I je jednotkova diagonalni matice. To znamena, Ze kdyz nasobime matici stejnou
matici, najdeme jeji druhou mocninu a tato mocnina je jednotkovou diagonalni matici.
V tomto pripadé je inverzni matice totozna s danou matici. UZ jsme se s takovymi
maticemi setkali, jsou to jednotkové permutacni matice konvoluci (symetrické

permutacni matice), napriklad:

0 1 0
1 0 0
0 0 1

Velmi zajimavymi priklady samoinverznich matic je matice Pascalova trojuhelniku se

stfidavé kladnymi a zapornymi sloupci

1 0 0 0
1 -1 0 0
1 -2 1 0
1 -3 3 -1
pripadné se stridavé kladnymi a zapornymi radky
1 0 0 0
-1 -1 0 0
1 2 1 0
-1 -3 -3 -1

Inverzni matice Pascalova trojuhelniku se vSemi kladnymi znaménky
1

0 0 0
1 1 0 0
1 2 1 0
1 3 3 1

ma stejné hodnoty, pouze znaménka jsou rozdélena jinak nez v predeslych prikladech



1 0 0 0
-1 1 0 0
1 -2 1 0
-1 3 -3 1

Pascalllv trojuhelnik je vhodnym objektem i pro vysvétleni problému hledani inverznich
matic u matic, které nemaji trojuhelnikovy tvar.

Pokud napiSeme Pascal(v trojuhelnik ve ¢tvercovém tvaru

1 1 1 1
1 2 3 4
1 3 6 10
1 4 10 20

vime, Ze se jedna o soucin Pascalova trojuhelniku s transponovanym Pascalovym
trojihelnikem. Ctvercovou matici rozloZzime na soudin dvou matic v trojuhelnikovém
tvaru, k obéma najdeme inverzni matici a obé caste¢né inverzni matice vynasobime.
Jenom si musime dat pozor na poradi nasobeni, to se pfi inverzi také méni. Podobné se
daji rozkladat a obracet i nékteré jiné matice.

Pokud neni matice symetrickd, ma odliSnou inverzni matici pfi nasobeni zprava od
inverzni matice pfi nasobeni zleva, pfipadné miZe existovat jen inverzni matice zprava
nebo inverzni matice zleva.

Ne ke kazdé matici Ize najit inversni matici. Zakladni podminkou existence inverzni
matice je existence nenulového determinantu. Ve spektru matice nesmi byt nulové
vlastni hodnoty, protoze vlastni hodnoty inverzni matice jsou inverzemi vlastnich hodnot
plvodni matice a inverze nuly je nekonecno.

Nebudeme se zabyvat technickymi problémy reSeni problému hledani inverznich matic,
od toho prece mame pocitace, ale budeme se zabyvat nékterymi zajimavymi problémy,

které pomahaji pochopit vyznam inverznich matic, protoze maiji zcela konkretni vyznam.

Matice cest

Kvadraticka forma STS incidenéni matice orientovaného grafu S je zndma jako Laplace-

Kirchhoffova matice. O téchto maticich je znamo, ze maji jednu nulovou vlastni hodnotu.

ProtoZe obé kvadratické formy STS i SST maji shodna spektra, potom kvadraticka forma

SST stromd s (n-1) sloupci a fadky nemd 7adnou nulovou vlastni hodnotu a mé tedy



inverzni matici, jejiz hodnoty jsou mensi nez 1.

Abychom si zjednodusili praci a mohli pracovat s celymi Cisly, nebudeme hledat inverzni
matici, ale jeji n-ty nasobek.

Diagonalini prvky kvadratické formy incidenéni matice orientovaného grafu SST jsou
vzdy 2, mimodiagonalni prvky jsou 0, pokud dvé orientované hrany nemaji spolecny
vrchol, 1, kdyZ orientované hrany se spole¢nym vrcholem maji opacnou orientaci nebo
obé vychazeji ze spole¢ného vrcholu, a mimo to -1, kdyz orientované hrany na sebe

navazuiji.

Diagonalni prvky inverznich matic W k maticim SST poditaji, kolikrat se orientovana
hrana objevila ve vSech cestach ve stromu, mimodiagonalni prvky inverznich matic W
pocitaji, kolikrat se orientovana hrana i objevila ve vSech cestach ve stromu spolec¢né
s diagonalni hranou j.

Pro linearni retézce L(n) jsou inverzni matice postupné pron = 4

3 2 1
2 4 2
1 2 3
pron=25
4 3 2 1
3 6 4 2
2 4 6 3
1 2 3 4
pron=6
5 4 3 2 1
4 8 6 4 2
3 6 9 6 3
2 4 6 8 4
1 2 3 4 5

Stopy matic (soucty diagonalnich prvkl) jsou postupné (4, chybi priklad), 10, 20, 35.
Tato Cisla jsou v chemii znama jako Wienerova Cisla (zamérné jsem proto zvolil oznaceni
matic W). Harry Wiener byl skromny jmenovec znamého Norberta Wienera. JesSté pred
druhou svétovou valkou zjistil, ze body vard alkanl (methan, ethan, propan, atd.)

koreluji se souctem vsSech vzdalenosti (pocty vazeb) mezi uhliky alkand.



Tento objev nejprve zapad|, pozdéji se vsak zjistilo, ze ma obecné&jsi platnost. Wienerovo
Cislo bylo formalné spojeno se souctem prvk{ matice vzdalenosti (o téchto maticich az
pozdéji). Tady se vSak objevilo jako stopa matice a tedy soucet jejich vlastnich hodnot.

Pokud si néco pamatujete z fyziky, pak vite, ze var si mlizeme predstavit jako jakysi
tanec molekul, které vyskakuiji z hladiny kapaliny, tlaci se ven do prostoru. U linearnich
alkand jsou vlastni hodnoty tvoreny kosiny na rozdil od chvéni strun, kde se jedna o

sinovou funkci.

Vyvraceni matic z korenii

U nékterych matic ddlezitych pro techniku s jednou nulovou vlastni hodnotou neexistuji
inversni matice. K témto maticim patfi k nim Laplace-Kirchhoffovy matice. Laplace tyto
matice spojil s mechanikou nebeskych téles a Kirchhoff s elektrickymi obvody, odpory
v sitich a hledanim proud( protékajicich mezi jednotlivymi uzly sité. Novéji se pro né
naslo pouziti pri studiu vlastnosti makromolekularnich latek.

Nevim, jak se dnes uci reseni tohoto problému na skolach, ale za mych mladych let se
hledaly pocty stromd, na které je mozné sit’ rozdélit, ackoliv bylo znamo i jiné feseni.

Pri tom existuji dvé moznosti, jak problém zdolat.

Prvé bylo znamo z teorie kodovani, bez aplikace v teorii grafll, a plati pfesné jen pro
stromy. Je spojené s pojmem kofenu a u cyklickych grafdl se jedna o jakési nahradni a
dilci reseni.

U kazdého grafu mlzeme si zvolit jeden jeho vrchol a posadit jej na tento vrchol,
kterému se potom fika koren, ze kterého vyrlsta strom jako jakysi kef. Pak midzeme
znadit cesty od korene ke vSem ostatnim vrcholdm v matici cest, jejimiz prvky budou 1,
pokud vrchol lezi v cesté mezi kofenem a vrcholem i a 0 jindy. Samotny koren jesté
oznacime v matici osamélou jednotkou.

Pro linearni retézce bude prislusna matice W mit trojuhelnikovy tvar

1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
1 1 1 0 0
1 1 1 1 0
1 1 1 1 1

Inverzni matice se najde velmi snadno, protoZze ma méné nenulovych prvka:
1 0 0 0 0



-1 1 0 0 0
0 -1 1 0 0
0 0 -1 1 0
0 0 0 -1 1

Pomineme-li prvy fadek, pak je to incidencni matice S orientovaného linearni retézce

L(5).

Pokud k této matici priddme dalSi hranu
1 0 0 0 0
-1 1 0 0 0
0 -1 1 0 0
0 0 -1 1 0
0 0 0 -1 1
1 0 0 0 -1

dostaneme zakorenénou incidencni matici S orientovaného cyklu C(4), ktera da

zakorenénou kvadratickou formu STS orientovaného cyklu C(4)

3 -1 0 -1
-1 2 -1 0
0 -1 2 -1
-1 0 -1 2

Pri hledani inverzni matice si uUkol rozdélime na dvé Casti. Nejprve si uvédomime, ze

jednotkovy vektor sloupec je vlastni vektor pro nulovou vlastni hodnotu nezakorenéné

kvadratické formy STS cyklu C(4). Kdy? shora uvedenou matici vynasobime ¢tvercovou
jednotkovou matici, dostaneme jako produkt jednotkovy prvy rfadek, ostatni fadky budou
samé nuly. K nim mizeme pfidat inverzi podmatice, kterou jsme uz fesili shora L(n) pro

n = 4. Nasobime vSechny hodnoty 4x:

A (N AN N

4
7
6
5

[e2N{e o Ble) RINN
NOoO b

Jednotkovy radek je zbytek korenu, ale dalsi tfi fadky mimo prvy nulovy sloupec jsou

kvadratickd forma SST linedrniho Fetézce L(4). Zbyla by ndm po odstranéni
zakorenéného vrcholu.
Jedna se o tak zvany Ulamiv subgraf. Ulam vyslovil hypotézu, Zze ze vSech n podgrafii



vzniklych z grafu odstranénim jednoho vrcholu a s nim incidentnich hran se da

rekonstruovat plvodni graf. Dlkaz tohoto tvrzeni je obtizny, ale bylo dokazano, Ze

soudet charakteristickych polynomiald kvadratickych forem STS viech n podgraf@ je
diferenci charakteristického polynomialu plvodniho grafu, takze se z nich da plvodni
polynomial rekonstruovat podle pravidel integrace.

No a soucet inverznich matic vSech Ulamovych podgrafd (pfislusné upraveny) da
pseudoinverzni matici plvodniho grafu. Pseudoinverzni matice je to proto, Ze po

vynasobeni s plivodni matici se nedostane jednotkova diagonalni matice I, ale soucet

této matice s matici -1/n337, kde J je jednotkovy sloupec.

V nasem prikladé pro cykl C(4) je to 1/16 matice

10 4 2 4
4 10 4 2
2 4 10 4
4 2 4 10

Vratme se jesté k matici diference cyklu C(4)
1/4

N W
N DN
N =

U elektrickych obvod( diagonalni prvky mlzeme tyto prvky interpretovat jako vodivosti
sité vzhledem k vrcholu 1. Za predpokladu jednotkovych odpord mezi vrcholy sité je
odpor cesty 1-2 roven 1, odpor cesty 1-4-3-2 je roven 3, soucet proudd je 1 + 1/3 = 4/3
a vodivost mezi vrcholy 1-2 je 3/4. Mezi vrcholy 1-3jeto 1/2 + 1/2 = 1.

Zaveérecné poznamky

Existence pseudoinverznich matic siti ma velmi zavazné ddsledky nejen pro techniku, ale
také pro fadu védeckych obord.

Laplace je znam jako zastance determinizmu. Jestlize si predstavime, Ze Vesmir prechazi
v kazdém okamziku zjednoho stavu do druhého, pak lIze tento prechod vyjadrit
incidenéni matici S. K této matici si lze predstavit jeji kvadratické formy. Laplace-
Kirchhoffovy matice ma zobecnénou inverzi, tedy by méla existovat i inverzni matice

celého Vesmiru. Otadzkou je, jak rychle se tato inverze vytvafi a jak rychle pdsobi



vzdalené zmény na zménu lokalnich vlastnosti.
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12 Matice vzdalenosti

Uvod

Musim se pfiznat, ze si sam dost dobfe nevim rady se zavéry, ke kterym jsem dospél.
VSechno se zdalo byt jednoduché a elementarni, ale pak se to jaksi zvrtlo. Vysledky
odporuji bézné zkuSenosti. Na druhé strané pomahaji pochopit nékteré fyzikalni

zakonitosti. Ostatné posud‘te sami.

V teorii grafdl byla definovana vzdalenost mezi vrcholy jako pocet hran na cesté mezi
nimi. Pokud graf je nespojity, vzdalenost mezi vrcholy se povazuje za nekonecnou. Tyto
vzdalenosti v grafu se vynasely do matic, coz zjednodusuje zapis. Uz jsme se s takovymi
soucty vzdalenosti setkali, jsou znamy v chemii jako Wienerovo Cislo. Toto Cislo koreluje
velmi dobfe s body vard alkant (methan, ethan, atd.) i s nékterymi dalSimi fyzikalnimi

vlastnostmi téchto uhlovodikd.

Pak vSak Chorvat Trinajstic se svymi spolupracovniky prisel s ideou, misto topologickych
vzdalenosti dosadit do matic skute¢né vzdalenosti mezi atomy (pocitaji se jen atomy
uhliku, vodiky se zanedbavaji) a korelovat s fyzikalnimi vlastnostmi soucty téchto
geometrickych vzdalenosti. Poslal mi jednu z mnoha praci tykajici se tohoto problému
k recenzi. Ja jsem trochu nevdécné - mél jsem od nich spoustu reprintl - zacal st'ourat
do problému a aplikoval jsem na matice vzdalenosti zakladni trigonometricky vzorec pro
stanoveni UhlG mezi stranami trojuhelniku, ktery by jste méli znat ze stfedni Skoly. S
prekvapenim jsem zjistil, ze geometrickym analogem topologickych vzdalenosti musi byt
matice, ve kterych se vzdalenosti udavaji ve ctvercich. To zdanlivé odporuje nasi
zkuSenosti, jak jsem poznamenal uz v Uvodu, na druhé Ustrané vSak nékteré fyzikalni
veliCiny, tfeba gravitatni nebo elektromagnetické pole, se méni linearné se Ctvercem
vzdalenosti. Zatnéme vSak od zacatku, coz budou koordinaty ctyf bodl, usporadané
jednou na primce, pak na vrcholech tfirozmérné krychle a konecné ve ctyfrozmérném

prostoru.

Nejprve usporadame body na primku, coz vyjadfime jejich koordinatami :



0 0 0 0
1 0 0 0
2 0 0 0
3 0 0 0
dale na Ctyri vrcholy krychle
0 0 0 0
1 0 0 0
1 1 0 0
1 1 1 0

a konecné do ctyfrozmérného prostoru. Pro zachovani jednotnosti jsme v predeslych

maticich zapisovali také nulové sloupce:

[=]) [=]) [«=) I8
[=) [=] I [=]
=] = [=)[=]
= =] [=][=]

K témto maticim najdeme nejprve odpovidajici kvadratické formy, pro prvou matici

0 0 0 0
0 1 2 3
0 2 4 6
0 3 6 9
pro druhou matici
0 0 0 0
0 1 1 1
0 1 2 2
0 1 2 3

V pripadé treti matice je kvadraticka forma identicka s plvodni matici.

V dalSim kroku prislusné matice nejprve nasobime z obou stran, zleva incidenéni matici
Uplného orientovaného grafu S (dvé jednotky v kazdém fadku, se zapornym znaménkem
pro vychozi vrchol, a kladnym znaménkem pro konec hrany) a transponovanou
inciden¢ni matici Uplného orientovaného grafu S’ zprava. Dostaneme matice, na jejichz
diagonalach se objevi vzdalenosti jednotlivych vrchold, presnéji feCeno Ctverce rozdilll

plvodnich koordinat.



Budou to postupné nasledujici hodnoty sefazené do fadka

1,1,1,4,4,9

1,1,1,2,2,3

1,1,1,1,1, 1.
Tuto diagonalni matici opét sbalime nasobenim z obou stran incidencni matici Uplného
orientovaného grafu S a transponovanou matici v opacném poradi. Dostaneme celkem
tfi rlzné matice. V jedné budou mimodiagonalni prvky samé jednotky, to v pfipadé
umisténi bodl na vrcholech pravidelného Ctyfsténu, v dalsi matici se objevi vzdalenosti

1, 2, 3, to u bod( v krychli, a konecné se objevi vzdalenosti 1, 4, 9, pro pfimku.

Mimodiagonalni prvky ve velké matici ukazuji prvky spolecné dané dvojici vzdalenosti,
coz ukazuje kosinus Uhlu mezi dvojici prvkd. PFi trigonometrickém ovérovani ahll
konfigurace souhlasi. V prvém pripadé jsou uhly nulové, v druhém pravé a v tretim 60

stupniové a pripadné pravé u trojice protilehlych hran.
To vsSak neni vSe, co svédci o spravnosti interpretace konfigurace.

Ukazalo se, Zze matice Ctvercovych vzdalenosti maji tolik nenulovych vlastnich hodnot,
jako rozmér prostoru, ve kterém je téleso usporadano. V pripadé primky dvé, u
rovinnych obrazcl tfi. Matice topologickych vzdalenosti maji vSechny vlastni hodnoty

nenulové. To znamena, ze tyto vzdalenosti jsou definovany v n-rozmérném prostoru.

Problematika mocnin vzdalenosti vede k zobecnéni problému, studiu vlastnosti matic
rliznych mocnin vzdalenosti, vétSich nez dva, tedy jejich momentd, a nejen mocnin
kladnych, ale i zapornych. Nultd mocnina jakéhokoliv Cisla je 1, nekonecna zaporna
mocnina je nula. Predstavte si Ctvercovy ram, jehoz hrany jsou spojeny klouby, takze se
Ctverec da v roviné libovolné deformovat na kosoCtverec a zroviny na Ctyrstén.
Deformace v idealnim pripadé mohou skondit primkou, bud’ délky 2 pri deformacich
v roving, ¢i délky 1 pfi Uplném sklopeni Ctyrsténu. DelSi vzdalenosti protilehlych rohd si
musime predstavit jako mocniny geometrickych vzdalenosti, nebo jako vzdalenosti

v zakfiveném prostoru.

Takto Ize povazovat matice sousedstvi A za konecny vysledek takovych transformaci. Je

zajimaveé sledovat promeény vlastnich hodnot pri téchto transformacich.



U strom8 maji matice topologickych vzdalenosti dalsi vlastnost, jsou soucasti pravé
inverzni matice incidencni matice S spolu s transponovanou matici. Jinak receno
ramovani matice topologickych vzdalenosti incidencni matici S spolu s transponovanou
matici matici topologickych vzdalenosti diagonalizuje. To se vyuziva pri studiu vlastnosti
krystal@ (Rutherford).

Vzdalenosti mohou mit i jinou formu. Kdyz si vezmeme linedrni fetézec a obarvime jeho
vrcholy (misto barev mlzeme pouzit symboly abecedy), potom se miZeme zajimat o
rozdéleni vzdalenosti mezi stejné obarvenymi vrcholy. To by byl model treba pro
rozdéleni pismen v textech, nukleovych kyselin a kodon v RNA, ¢i jakychkoliv udalosti

v dennim zivote.

V matematice se takové rozdéleni povazuje za negativni. LepSi vyraz by byl obracené
nebo inverzni. Jenomze kdyZ hazime minci, tak fada vysledkd hodd orel - hlava, nebo pfi
jiném zapisu 0 - 1, je znama jako binomické rozdéleni a rozdéleni vzdalenosti mezi
stejnymi vysledky je znamé jako negativné binomické rozdéleni. Jesté pred takovymi
dvaceti léty bylo toto rozdéleni kuriozitou, protoze potfebné vypoclty jsou znacné
zdlouhavé. PocitaCe tuto prekazku odstranily a tak je mozné provadét analyzu velmi

rychle. A vysledky jsou velmi zajimavé .
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13 ZENONOVY GRAFY

Pro inteligentni vefejnost klasického Recka to byl asi kulturni $ok, kdyZ jim Zenon z Eley
kolem roku 460 pred Kristem logicky dokazal, ze rychlonohy Achilles neni schopen
dohonit ani zelvu, pokud Zelva dostane néjaky naskok, protoze nez Achilles dobéhne na
misto, kde byla plvodné Zelva, ta se posune o kus dale a nez Achilles dobéhne o kus
dale, zelva se posune o kousek dale a nez Achilles dobéhne o kousek dale, Zelva se
posune o kousi¢ek dale a nez Achilles dobéhne o kousi¢ek dale, Zelva se posune o
kousi¢inek dale a nez Achilles dobéhne o kousi¢inek dale, Zelva se posune o kousicicinek
dale a nez Achilles dobéhne o kousici¢inek dale bude Zelva opét jinde a tak dale ad
infinitum, s témi Cici prestaneme, aby se nesebéhly vSechny kocky z okoli.

Studenti filozofie a matematiky jsou poucovani, ze my dnes tento paradox za nic
podivného nepovazujeme, protoze vime, ze i soucet nekonecné rfady mize byt konecné
Cislo.

Neni vSak na skodu se zamyslit, co vlastné chybélo starovékym ucenclim, aby dokazali

paradox vyresit technikou, kterou mistrné ovladali, to znamena geometricky.

POLOHA

a

CAS

Obr.1 Casova projekce rovnomérného pohybu. Casové osa je normalizovéna, takZe véts

rychlost se jevi jako Uhlopficka a. Rychlost pomalejsiho pohybu b je polovicni. Casové



intervaly, oznacené krouzky, se stale zmensuji, takZe ani jejich nekonecny pocet
nezabrani protnuti obou drah. Primka c ukazuje situaci pri startu ze stejné polohy (c =
b).

Obrazek 1 ukazuje jednoduché resSeni, které se nam dnes zda tak primitivni, ze si ani
neuvédomujeme, Ze na néj lidstvo muselo dospivat dva tisice let, nez je objevilo. Na
obrazku jsou znazornény normalizované drahy obou borcl. Zelva je jen dvakrat
pomalejSi nez Achilles, takZze to predstavuje soucasné jinou eporii, dichotomii.
Pfedpokladany rovnomérny pohyb ukazuje okamzik, kdy se drahy obou borcl protnou
bez ohledu na to, kolikrat bychom lakali pomysinou kocku. Mimo to je vynesena i draha
pomalejsiho borce za predpokladu, Ze oba zavodnici vybéhnou soucasné.

Zakladem grafu je schopnost predstavit si ¢as jako geometrickou veli¢inu kolmou na
drahu obou téles pohybuijicich se rlznou rychlosti. Tato predstava se objevila témér
soucasné s nalezenim souctu nekonecné geometrické rady.

Zenonova aporie se vsak objevila znovu v chemii.

Pokud se pozorny ctenar divi, pro¢ co ma Zenonova aporie spole¢ného s chemii, pak

nema, podobné jako starovéci ucenci dost predstavivosti.

Exponencialni pohyb

MUj teoreticky zalozeny kolega Radl kdysi mél méfit rychlost monomolekularni reakce. To
jsou takové reakce, jejichZ rychlost je zavisla jen na koncentraci sledované reagujici
latky. Nejznamnéjsim prikladem je radioaktivni rozpad, jehoz rychlost nelze nijak ovlivnit.
U chemickych reakci Ize upravit podminky reakce tak, ze dalsi latky vstupujici do reakce
jsou byt ve velkém prebytku, takze se jejich koncentrace prakticky neméni. Kolega mohl
pohodiné sledovat pouze koncentraci produktu. Z monografie jsme se dozvédéli, ze
existuje jakasi Guggenheimova metoda, popsana v obskurnim (alespon pro nas, v
republice nebyl ani v jediném exemplari) ¢asopise. Pokusil jsem se metodu znovu objevit
a vysledkem byl jednoduchy zp(lsob, jak z fady koncentraci, stanovenych v pravidelnych
Casovych intervalech (delta t) se da vypocitat konstanta rychlosti monomolekularni

reakce.



=y

Obr. 2. Ortogondini projekce exponencialniho pohybu. Primka b plati pro koncentraci
produktu, primka c pro koncentraci eduktu. Pfimka d plati pro reverzibilni reakci, kdy se
ustavi rovnovaha na uhlopricce a. Stejné casové intervaly, oznacené krouzky, se
zmensuji jen zdanlivé, ve skutecnosti jsou stejné dlouhé.
Pozdéji jsem zjistil, Ze Guggenheimova metoda je zalozena na diferencich koncentraci,
zatim co ja jsem pracoval s podily, a tak jsem metodu publikoval. Brzo na to se objevily
sofistikovanéjsi varianty.
Koncentrace produktu (samoziejmé i eduktu) chemické reakce se sleduji v pravidelnych
Casovych intervalech (delta t). Koncentrace produktu Ize psat jako

P; =Eg(1 - exp(-kti))

Pi+1 = Eg(1 - exp(-kt;))(exp(-kAt)
Dosazenim x4 =P; ayy =P;47 dostaneme rovnici pfimky

y5 =a+ bxj
Z jejiz smérnice se snadno vypocte konstanta reakcni rychlosti. Podobnou primku Ize

nalézt i pro edukt. Vyhodou oproti Guggenheimové metode, ktera pracuje s rozdily



koncentraci, je mensi citlivost k experimentalnim chybam jednotlivych stanoveni.
Porovname-li obrazek 2 s obrazkem 1, pak kromé toho, ze na obrazku 2 je jesté dalsi
prfimka, jsou obrazky shodné. Rozdilny je ovSem vyznam obou os, na obrazku 2 jsou
vynaseny proti sobé koncentrace v nasledujicich ¢asovych intervalech, ¢as se objevuje
jen ve formé nasledujicich bodl tvoricich pfimku.

Obrazek neni mozna tak atraktivni jako sloZité obrazce atraktorl pfi sloZitych oscilujicich
reakcich, avsak ma proti nim jednu vyhodu: je jednoduchy a umoZziuje pochopit, co se
vlastné stalo. Ortogonalni transformace prevedla exponencialni pohyb na rovnomérny a
zlogaritmovala misto koncentraci ¢asovou osu. Casové ekvidistantni body se objevily na
korelacni primce jako geometricka posloupnost. Vynasenim koncentraci (P + delta P)/P,
pripadné (E + delta E)/E jsme dostali (1 + delta log P). Rovnomérny pohyb se stejnym
zplsobem zobrazi jako pfimka rovnobézna s diagonalou.

Geometricka shodnost objevila moderni verzi Zenonovy aporie: KdyZ se v Case delta t
rozpadne polovina radioaktivnich atoml, kdy se rozpadne posledni atom? S
pravdépodobnosti hranicicich s jistotou, abychom se vyjadrovali exaktngé, by téch
intervald mélo byt podle Zenona nekonecné mnoho a na rozdil od jeho dlmyslnych
priklad{ jsou stejné dlouhé, protoze ortogonalni transformace nema na né zadny vliv. Pfi
ukladani radioaktivnich odpadl se jevi tato aporie dost bezvychodna.

Okamzik, kdy se radioaktivni atom rozpadne, nezavisi na tom, kolik ma sousedd, ale na
jeho vnitfnim stavu, na energetickych bariérach a podobnych predstavach. Zasadné neni
vylouceno, Ze rozpad neni zvratna reakce, ze z produktl by mohl za urcitych podminek
vznikat edukt. V tom pripadé se ustavi rovnovaha mezi produktem a eduktem, jako na
obrazku 2 podle prfimky c, kde je zachycena zvratna monomolekularni reakce. Jeji
prlibéh zavisi i na velikosti reakéni soustavy. Témito otdazkami se zabyval podrobné v

Chemickych Listech Solc.

Godelizovany Zenon

Od atom{ mUzeme prejit opét k obecnéjSim problémdm. Pro¢ jsme neméli obrazek 2 s
prislusnym vysvétlenim v ucebnici matematiky a proc se v nich (aspon v téch co znam)
neobjevuje dodnes? Zenonovy aporie mohla vyresit témér najednou réiznymi technikami,
soutem nekonecné geometrické fady, analytickou geometrii, diferencidlnim a

integralnim poctem cela fada matematikl. Trvalo vSak dva tisice let, nez se narodili. Se



mnou soucasné na problému pracovala fada autorll, pouze namatkou, takze to byla jen
nahoda, kdo si vSimne tak jednoduchého triku. Ani dnes nejsou vSechny problémy
vyreseny.

Objeveni grafické logaritmické diferenciace trvalo tak dvé sté let, pokud ovSem tato
technika nebyla uz davno nékde popsana a nezapadla ve stozich nectenych archivalii.
Jinak je to pry jen specidlni pfipad Lieovych grup.

Dalo by se fici, ze problémy zraji k reSeni jako radioaktivni jadra k rozpadu. Kdo pak
problém rozlouskne jako prvni, je uz druhoradé. Jsou popsany i pripady Ctyrnasobnych
koincidenci feSeni jednoho problému. Konkurence stimuluje védeckou aktivitu, nuti
pracovat rychle a systétm grantl si vynucuje produkci publikovatelnych vysledkd.
Soucasna véda pracuje systémem paralelnich pocitact.

To vede k treti verzi Zenonovy aporie. Brnénsky rodak Godel poukazal na to, ze podobné
jako existuji prvocisla, tak mlze existovat nekonecné mnoho axioml nutnych pro
vSeobecnou teorii. Prvocisla maji stejnou mohutnost jako fada prirozenych Cisel, coz
znamena, Ze je jich nekone¢né mnoho, takze takovy pocet plsobil stejné presvédcivé na
moderni filozofy jako kdysi Zenonovy aporie na staroveké filozofy.

Tento pesimisticky pohled je moderni obdobou Zenonova tvrzeni.

Goedel mlze mit pravdu, avSak jeho zavér nemusi platit.

Dosud se lidské poznani rozvijelo exponencialni rychlosti. Prvy si toho vSimnul Sola Price.
Jako zacinajici fyzik si nasel zaméstnani jako ucitel kdesi v Asii. Ve Skole chybélo vse,
laboratorni vybaveni i odborna knihovna. Sola Price ziskal od sponzorli do své pracovny
vSechny rocniky odborného chemického casopisu Journal Chemical Society. Kdyz
premyslel, co s timto danajskym darem, vsSimnul si, Ze z pocatku jednotlivé rocniky byly
jen utlé svazky, které pomalu tloustly, az musely byt rocniky svazovany do nékolika
svazkd. Prirustek objemu se dal vyjadfit exponencidlni fadou. Tento poznatek zménil
zaméfeni studia Soly Price, stal se jednim ze zakladatelll nového védniho oboru
studujiciho samotnou védu, scientometrie. Jeho pozorovani exponencidlni  rdstu
informace se neustale potvrzuje, nejnovéji Gdaji o rlstu Internetu, nebo o rdstu
operacni rychlosti ¢i paméti pocitac.

Pokud bude vyvoj pokraCovat stejnym tempem, pak ani nekonecnény pocet axiomd
nemusi byt neprekonatelnou prekazkou pri tvorbé Uplné teorie. Tu vSak nebudou

vypracovavat lidé, ale stale rychlejsi pocitace.



Unava z nadbytku vede k moudrosti. Clovék neméZe tu Zelvu, na jejiz nohdch spocivajf
dle Cinského myty ctyri sloupy drzici nebeskou klenbu, dohonit a tak poznat tajemstvi

vesmiru. Proto je Iépe oddat se meditacim zenonového budhismu.



14 Diferencialni rovnice

Stari Rekové byli velmi dobfi geometti, ale presto si nevédéli rady s aporeou podle niz
rychlonohy Achiles nemUze nikdy dohonit Zelvu, pokud tato ma pred nim naskok, se
kterou prisel Zenon.

Spojeni geometrie s aritmetikou a algebrou je vynalez moderni doby. Jeho zakladem je

rozbor nasleduijici tabulky

1.11.2001 2 3 4 5 6 7
5

2. 1 2 3 4 5 6 7

3. 2 4 6 8 10 12 14

4. 4 6 8 10 12 14 16

5. -1 -2 -3 -4 -5 -6 -7

Prvy fadek predstavuje osu x, dalsi fadky rlizné pfipady osy v.
Pro druhy rfadek zrejmé plati vztah

y =X
coz se zda byt zcela zbytecné. Vztah prvého a tretiho radku popisuje rovnice

y = 2X
ktera se u Ctvrtého radku méni ve vztah

y=2x+2
a konecné paty radek popisuje rovnice

y = -X.
KdyZ si vyneseme souradnice (X, y) do souradnych os a body spojime, dostaneme
primky rliznych smér{. Rovnice zifejmé plati nejen pro cela Cisla, ale pro celé Ciselné osy,
i racionalni a irracionalni Cisla. Obecny tvar rovnice primky je

y=ax+Db
kde konstanté a se rika smérnice.
Vratime-li se k Zenonovu problému, pak pohyb Achilla i Zelvy popisuji dvé rovnice pfimek
s rliznymi konstantami a i b.
Pokud zname rychlost a obou zavodnikl i naskok Zelvy b, pak snadno vypocteme bod
drahy, kde se zavodnici mijeji.

V minulém stoleti nas fysika postavila pred novou formu Zenonova problému,



radioaktivni rozpad. Zjistilo se, Zze se nékteré atomy rozpadaji a vysilaji paprsky alfa, beta
a gama. Rychlost rozpadu ma zajimavou vlastnost. Sledujeme-li urcity vzorek po
nasleduijici konstantni ¢asové Useky, pak se v nich rozpadne vzdy polovina predesliého
mnozstvi. PoCet rozpadajicich se atoml klesa a pocet preménénych atoml roste podle

nasledujiciho prikladu

Cas 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Nerozpadlé atomy 256 128 64 32 16 8 4 2 1
Vzniklé atomy 128 192 224 240 248 252 254 255 72

V tomto pripadé mlzeme linearizovat pocet rozpadajicich se atom{ pouzitim logaritmické

stupnice.

Markovovy matice

Zacatkem dvacatého stoleti vyznamny rusky matematik Markov (s inicidlami A. A., bylo
jich stejného jména vic) ztracel Cas divhou zabavou: misto aby se kochal krasou
Puskinovych textl, pocital, kolikrat v nich po samohlasce nasleduje samohlaska a
kolikrat souhlaska, a naopak, kolikrat v nich po souhlasce nasleduje souhlaska a kolikrat
samohlaska.

Vysledky zanesl do tabulky, ve které se misto nalezenych Cisel objevily hodnoty
pomérné, ziskané vydélenim vSemi moznostmi. Dostal tak tabulku, jako je nasledujici

vymysleny priklad

Samohlaska Souhlaska
Samohlaska 0,20 0,80
Souhlaska 0,67 0,33

Podle tabulky priblizné po ¢tyfech z péti samohlaskek nasleduje opét samohlaska, jinak
souhlaska, a po dvou souhlaskach ze tfi samohlaska a jednou souhlaska. Tabulku by bylo
mozné upresnit pro vsechny pismena abecedy, to by se dostala dost velika matice.
Z tak prostého jadra se rozvinul béhem necelych cely specializovany obor matematiky,
teorie markovovskych procesdl.
Nejprve si ukazeme souvislost s predeslymi priklady a soucasné nejdlleZitéjsi vlastnost
markovovskych matic.
Vezmeme si jednoduchou matici

0,5 0,5



a budeme s ni nasobit zleva vektor sloupec (256, 0)" (je zapsan v transponovaném
tvaru). Postupné vysledky jsou nasledujici

128 64 32 16 8 4 2 1
0 64 96 112 120 124 126 127

Vysledek odpovida prikladu s radioaktivnim rozpadem. Markovovské matice jsou tedy
exponencialnimi operatory, které plisobi na vektory koncentraci.

Vektory koncentraci se vétsinou uvadéji jako pomérné, podil atoml (nebo jinych prvkd
soustavy, jako v plvodnim vzorku hlasek) jednoho druhu k celkovému poctu. Misto
podill vSak mdZzeme pouzit absolutni hodnoty, jako v nasich prikladech.

Markovovské prechody potom odpovidaji orientovanym grafiim, presnéji feceno
orientovanym multigrafdm (jsou pfitomné paralelni hrany) se smyckami (nedojde ke
zZméne).

Markovovské matice maji vSechny prvky kladné, zatim co kvadraticka forma incidencni
matice, Laplace-Kirchhoffova matice ma mimodiagonalni zaporné.

Markovovsky operator je slozeny z operatoru zmén, normalizované Laplace-Kirchhoffova
matice a operatoru identity (jednotkova diagonalni matice), ktery vraci vSechny prvky
na jejich misto. Od tohoto operatoru musime operator zmén odecist.

Tento tvar ma zavazné disledky. Jednotkova diagonalni matice ma vSechny vlastni
hodnoty rovny jedné, Laplace-Kirchhoffova matice ma jednu vlastni hodnotu nulovou,
jejich soucet ma tedy jednu vlastni hodnotu rovnou jedné. Ostatni viastni hodnoty jsou
mensi nez jedna. Kdyz se Markovovsky operator nasobi, vlastni hodnoty se zmensuii, az
zbude prakticky jedina vlastni hodnota, ktera odpovida rovnovaznému stavu soustavy, na
kterou operator plsobi.

Soustava se nemusi k rovnovaznému stavu blizit po nejkratSi draze. Nékdy se mize blizit
tak, Ze koncentrace osciluji, stridavé se zvétsuji a zmensuiji.

Abychom se vyhnuli odtazitym chemickym ¢i fyzikalnim prikladdm, mzeme si vzit
priklady z hospodarstvi, kolisani kurzd mén a akcii, krize z nadvyroby. Lidé Spatné

odhadnou budouci potreby a trva jim dlouho, nez na zmény reaguii.



15 Entropie
Uvod
Vyhledavac Google najde na internetu témér tisic odkazl na toto slovo, mezi nimi jména

firem, radiové stanice a i website pana entropie. Slovo entropie se stalo popularni pro

svou tajemnost. Kazdy o ném slySel a nikdo poradné nevi, co znamena.

Potize s entropii jsou mnohem hlubsi. Jde o pochopeni jeji podstaty. Potize mél uz pred
sto léty Boltzmann se svou funkci H(n), kterou navrhl jako matematicky ekvivalent

fyzikalni funkce. Jeho kolegové vymysleli paradoxy, aby dokazali, Ze nema pravdu.

Boltzmannovo vysvétleni zapadlo do nectenych archivll tak dokonale, Ze ani nositel
Nobelovy ceny za fysiku Steven Weinberg je nezna, ackoliv téma patfi do zakladniho
kurzu fysiky.

KdyZ jsem se pokousel své reseni publikovat, recenzent v jednom casopise mi namital,
Ze navrhované reSeni odporuje Cinnosti Maxwellova démona. Na zakladé zkuSenosti se
socialismem, ktery se snazil Fidit samovolné probihajici procesy, jsem ukazal, Ze
Maxwelllv démon stejnou cinnosti molekuly nejen tfidi, ale také micha (pokud zacne
Sibovat molekuly rozdélené dle teploty, aby se zamichaly, coz je normalné samovolny
proces), takze jeho prace entropii zvysSuje i snizuje, pripadné kdyby démon pracoval
v toroidni komore (pneumatika), uvedl by plyn do cirkulace. V tomto pripadé by doSlo ke
zméné hybnosti plynu a tedy nejen jeho entropie. Cinnost Maxwellova démona odporuje

i dalSimu zakonu o zachovani hybnosti.
Moje poznamka o ¢innosti démona vysla, avsak plvodni publikace nikoliv.

Vlastni problém zkomplikovala Shannonova teorie spojeni, povazovana vSeobecné za
teorii informace. Shannon pouzil formalné podobnou funkci H(m) jako miru informace,
kterou zaved| jako axiom, aniz by se namahal s vymezenim rozdilu. Toho se chopila fada
autord, axiomaticka forma se jim zdala dokonalejsi a lepSi nez zpochybriovana funkce
H(n). Fysik Brillouin, kterému pry unikla Nobelova cena za fysiku, dokonce zapletl do
vysvétleni predpokladaného vztahu mezi informaci a entropii zminéného Maxwellova
démona. To byla druha tragedie v této historii, tentokrat védecka. Vztah mezi obéma

entropiemi Ize totiz odvodit od rozdéleni, které je znamé pod Brillouinovym jménem.

H¥ichy otcli, dil prvy: Termodynamika



Termodynamika vznikla z potfeby vysvétlit funkci parniho stroje, vztahy mezi teplotou T,
objemem V a tlakem P vodni pary, definované stavovou rovnici. Pri tom se formalizovala
zkuSenost, Ze k zahtrivani téles je tfeba jim dodavat teplo Q, ze pevné latky pri urcité

teploté taji a kapaliny se pri urcité teploté vyparuiji.

PFi popisovani téchto jevl definoval Clausius roku 1854 novou funkci S, kterou nazval
entropii. Na rozdil od teploty, objemu a tlaku, neni mozné funkci S méfit pfimo, ale je ji
nutné pracné vypocitavat z experimentalnich dat. Jeji hodnota je urena tvarem plochy
pod kfivkou popisujici vztah mezi rlistem teploty a dodanym teplem, protoze funkce S je

definovana jako diference

d(S)=d(Q)/T.
Pri formalni integraci této rovnice se ve vysledném vzorci objevi logaritmus teploty.

Boltzmann se zabyval, podobné jako pred nim Maxwell, rozdélenim rychlosti molekul
plynu. Narazy jednotlivych molekul na stény nadoby vyvolavaji tlak. Tento tlak je dan
prdmérnou kinetickou energii jednotlivych molekul, ktera je pfimo zavisla na teploté, a
jejich poctem, ktery je nepfimo zavisly na objemu. Oba autofi dosli ke shodnému

vysledku, ktery je znam jako Maxwell- Boltzmannovo rozdéleni.

Boltzmann mimo to navrhl jako formalni ekvivalent entropie funkci

H = - Z (ni/n)log(ni/n)
kde ng je poCet molekul s energii k, n je celkovy pocet molekul. Pfi tom plati

n=2n
a je zvykem dosazovat zkracené podily ni/n jako

P« = ni/N.
Boltzmann pfi tomto navrhu narazel na fadu obtizi. Za prvé vypocet podle tohoto vztahu
vyzaduje kvantovani energie, takze Boltzmann pouzil kvantovou hypotézu, aniz by mél
dbkaz jeji opravnénosti. Sam prakticky okamzité od této predstavy upustil a nijak ji
neohajoval, ackoliv na ni byla zaloZzena cela jeho Uvaha. To byla mozna zasadni chyba.
Za druhé nespravné svlij priklad interpretoval pomoci pravdépodobnosti, vzhledem
k tomu, Ze tehdejsi fysika prakticky kromé krystalografie neznala pojem symetrie. Dnes
se cela fysika subatomarnich Castic toci kolem pojmu symetrie, takze prohlaseni, ze

entropie je logaritmickou mirou symetrie by bylo pfijatelné.



Boltzmann pouzil priklad sedmi molekul, které si mezi sebe déli sedm kvant energie.

Takova soustava miZe byt v jednom ze stavd, které Ize popsat nasledujicimi vektory

(7,0,0,0,0,0,0),

(6,1,0,0,0,0,0),

(5,2,0,0,0,0,0),

(4,3,0,0,0,0,0),

(4,2,1,0,0,0,0),

(3,2,2,0,0,0,0),

(3,2,1,1,0,0,0),

3,1,1,1,1,0,0),

(2,2,1,1,1,0,0),

2,1,1,1,1,1,0),

(1.1,1,1,1,1,1).
Vektory jsou znamy v teorii Cisel jako rozdéleni Cisla m na n scitancl. Obvykle se
s nulami nepocita, ale Boltzmann pouzil presné uvedenou formu zapisu, kterd se da
pokladat za zakladni formu rozdéleni Cisla. Zapis bez nulovych hodnot je pouha

diference.

Boltzmann predpokladal, Ze soustava plynu méni pfi nahodnych srazkach molekul

rozdéleni.

Jednotlivd rozdéleni predstavuji ve fazovém prostoru sférické orbity. Kazdé orbité
odpovida ve fazovém prostoru takovy objem, kolik je moznych rliznych stavl, které se
ziskaji permutacemi hodnot vektoru. U prvého rozdéleni je sedm moznosti, u posledniho
jedna a u rozdéleni (3, 2, 1, 1, 0,0, 0) je jich 840. Objem odpovidajici rozdéleni se

vypocita tak, Ze faktorial n! se déli faktoridly poctu stejnych hodnot vektord.

Maximalni pocet stavl by se dosahl, kdyby kazda molekula méla vlastni Groven energie,
coz by pro 7 castic vyzadovalo minimalné 21 kvant energie (0+1+2+3+4+5+6=21).
V obvyklych termodynamickych soustavach, kdy pocet molekul udava Avogadrovo cislo
s tfiadvaceti nulami nasobené poctem moll a pocet kvant energie je dan dokonce
soucinem Avogadrova Cisla s Boltzmannovou konstantou a Kelvinovou teplotou, nejsou

teploty potfebné pro takovou maximalizaci poCtu stavd realné dosazitelné. Je nezbytné,



aby Castic s relativné malymi energiemi bylo mnohem vice, nez castic s velkymi

energiemi.

Objem orbit odpovida jejich symetrii. Orbity ve fazovém prostoru jsou sférické, vSechny
permutace vektoru rozdéleni energie maji stejnou Euklidovskou délku. Lze tedy tvrdit, ze
entropie je logaritmickou mirou symetrie, ¢im vétsi symetrie, tim vyssi entropie. Aby se
predeslo nedorozuménim, opét opakuji, Ze vétsSi symetrie znamena vétSi pocet prvkd
symetrie a jejich vy33i stupeni. Ctverec ma vétsi podet prvkd symetrie neZ rovnostranny

trojuhelnik, koule ma vice prvk{ symetrie nez kruh.

Je nutno podotknout, Ze koncepce taji velké problémy, které presahuji ramec
termodynamiky. Soustavu plynu v termodynamické rovnovaze si mliZzeme predstavit v

laboratofi.

Plati vSak pro plynna oblaka ve Vesmiru, zarodky hvézd ¢i galaxii? Kdyz si takovou
soustavu rozdélime na Casti, bude rozdéleni vSude stejné, nebo rlizné Casti budou v
rlzném stavu? Ve velkych soustavach by se mély vyskytovat Castice s energiemi
odpovidajicimi energii kosmického zareni. Je kosmické zareni integralni soucasti

termodynamickych soustav, nebo je to cizi prvek?

Nesporné je, ze v takovych velkych soustavach se uplatiuje gravitace. Hustota oblaku v
jeho centru je vétSi nez na okrajich. Je tedy gravitace projevem snahy soustavy po

dosazeni maximalni entropie, nebo je to cizi prvek?

Hfichy otci, dil druhy. Teorie informace.
Tato teorie se objevila pred vice nez padesati léty a byla prijata na rozdil od Boltzmanna

bez jakéhokoliv odporu, naopak s velkym nekritickym nadsenim.

Vlastné to byla pouze teorie komunikace, teorii vSeho z toho udélali nadsenci, kterym se
zalibila jeji stroha axiomaticka forma. Axiomy se nemusi dokazovat, ty je nutno vyvracet.
To se zpravidla déla tak, ze se ukazou rozpory mezi axiomy. Pfipadné je tfeba ukazat, ze

teorie nefunguje a je v rozporu se skutecnosti.

Entropii zaved| autor teorie jako axiom. JednoduSe prohlasil, ze mirou informace je

funkce H(m), ktera se pocita podle vzorce

H(m) = -Z my/m log m;/m



kde m; je pocet opakovani symbolu j, m je celkovy pocet symbolli v textu i zprave, jeho

délka. Pri tom plati

m=22m
a je zvykem psat zkracené

py= my/m.
Vsimnéte si pouziti rozdilnych symboll proti funkci H(n). Opakovanim symbolu j se Fika
jeho frekvence, coz pripomina fotony. Tato analogie je i funkéni, fotony také prenaseji
mezi mikroc¢asticemi informaci o stavu sousednich mikrocCastic. Existuje vSak dUlezity
rozdil, zatim co kazda mikrocCastice je kompaktni téleso, coz vyjadfuje jeji nazev,
pfipadné vina, ktera by méla byt souvisla, jednotlivd opakovani symbol{ jsou v textu

rozesety dosti rovnomérné.

Vzhledem k tomu, Ze v textu se miZze vyskytnout nekolik symboll se stejnou frekvenci

k, Ize rovnéz psat
m =2 mj= 2 NMmg

Vzhledem k tomu, Ze funkce H(m) se uz v teorii informace pouzivala dfive a méla jméno,

nazval Shannon tuto funkci entropii. Poradil mu to John von Neumann. Pry takto:

"Mél by jste tomu fikat entropie ze dvou divodd. Za prvé vase funkce nejistoty se uziva
v statistické mechanice pod timto jménem a tak uz ma jméno. A za druhé, coz je
mnohem dUlezZitéjsi, nikdo nevi, co entropie opravdu je, tak ve sporu budete vzdy mit

vyhodu."

Rada John von Neumanna byla mozna chytra. Nebyla vSak moudra, protoze svedla na
scesti dalSi vyvoj.
Nova teorie byla nadSené prijata. Epigoni navrhli nahrazeni pochybné Boltzmannovy

funkce H(n) novou funkci H(m). To se jim podafilo, z ¢asti z toho ddvodu, Ze si nikdo

nedal praci, aby podrobil kritickému rozboru vztah obou funkci.

Misto toho se prijal chybny model vztahu entropie a informace. Do vysvétlovani tohoto
vztahu se zapletl Maxwelldv démon, ktery pry k sniZzovani entropie tfidénim molekul
potfebuje informaci. S touto myslenkou prisel uz dfive Szilard. Informace snizujici

entropii je jeji inversni funkci, jakousi negentropii.



Abychom si udélali jasno o vztahu obou funkci H(n) a H(m), vyjdeme z Boltzmannova
prikladu.

Ke kazdému rozdéleni, které charakterizuje prislusny vektor, pfitadime informacni vektor

v zakladnim stavu, kdy symboly jsou razeny podle abecedy a frekvence. Tedy:

(7,0,0,0,0,0,0)=(a,4a, a4, a,a,a)

(6,1,0,0,0,0,0)=(a, a9, 4, a,a,b)

(5,2,0,0,0,0,0)=(a,a a4 4a, b, b)

(4,3,0,0,0,0,0)=(a,a, a3, b, b, b)

(4,2,10,0,0,0)=(a,a,4a,a b, b, c)

3,2,2,0,0,0,0)=(a,a,a,b,b,c, )

3,2,1,1,0,0,0)=(a,a4a, b, b, c, d)

3,1,1,1,1,0,0)=(a,a,4a,b,cde)

(2,2,1,1,1,0,0)=(a,a, b, b,c,d,e)

2,1,1,1,1,1,0)=(a,a,b, ¢, d, ef)

1,1,1,1,1,1,1)=(a, b, ¢, d, e f, Qg).
Posloupnost (3, a, a, a, a, a, a) odpovida vektoru (7, 0, 0, 0, 0, 0, 0), permutaci vektoru
(0, 7,0, 0,0, 0, 0) odpovida posloupnost (b, b, b, b, b, b, b) a tak dale. Ciselné hodnota
vektoru n se nahradi pfislusSnym poctem symboll odpovidajicich danému vektoru j.

Posloupnost (a3, a, a, b, b, ¢, g) odpovida vektoru (3, 2, 1,0, 0, 0, 1).

Ve zpravach se jednotlivé symboly samozrejmé carkami neoddéluji. Jejich vypusténi je

vSak pouha formalni Uprava zapisu, ktera nema vliv na podstatu problému.

Permutace n-vektoru méni symboly za jiné, nikoliv jejich pofadi. Zmény poradi symbol(
se dosahnou rovnéz permutacemi, v tomto pripadé ménicimi poradi v posloupnosti. Zde
jsou to m-permutace. Tyto permutace se pocitaji v daném konkretnim pripadé takto

71/312111110!0!0!. Tento vyraz ma smysl vzhledem k definici faktorialu 0! = 1.

V prikladé je pouzita rovnost m = n. Obvykle je pocet znakdi mnohem vétsi nez pocet
symboll abecedy. Zakladni rozdéleni je potom useknuté.

Prechod od polynomického koeficientu k funkci H(m) je podobny jako u funkce H(n),
s pouzitim Stirlingovy aproximace. Jeji pouziti je v pfipadé informace trochu

problematické vzhledem k tomu, Ze pocty symboll ve zpravach jsou ve srovnani s pocty



molekul v termodynamickych soustavach relativné mala Ccisla, takZze aproximace jsou
zatizeny vétSimi relativnimi chybami, to vSak neni priliS podstatné. DalSi rozdil je v tom,
Ze Shannon pouzil logaritmus o zakladu 2. To umoziuje jinou interpretaci informacni
entropie, jako pfimé miry informace ziskané oznacenim m objektd symboly vybranymi z

abecedy o n clenech.

Vypocet binarniho logaritmu

Vypocet logaritm8 byval neobycejné pracnou zaleZitosti. Napier pocital logaritmy
pribliznou integraci diferencidlnich rovnic, pozdé&ji byly objeveny zplsoby vycisleni
logaritm@ jako souctl nekonelnych geometrickych Fad. Logaritmické tabulky byly

vysledkem celoZivotni prace fady matematikl a jako takové se i cenily.

Dnes jsou tyto tabulky zastaralé, kalkulacka vycisli logaritmus mzikem, rychleji, nez jej
vyhledame v tabulkach. Binarni logaritmy Ize vSak vycislit jen pomoci zakladnich
matematickych Ukond. Vyuzit Ize toho, Ze nékteré vlastnosti logaritmu o zakladu 2 ma
délka priimérné hrany v binarnim rozhodovacim stromu. Strom vyrdstajici z kofene se
vétvi vzdy na dvé vétve oznacené 0 (vlevo) a 1 (vpravo). Od korene takového stromu
tedy vedou dvé vétve, které se vzdy déli na dalSi dvé (jako obraceny rodokmen). Strom

by mél byt podle moznosti pravidelny, potom ma nejmensi pocet vétvi.

Vétve odpovidaji poctu odpovédi na otazky potfebnych k urceni Cisla (m-1) a odpovédi
Ize oznadit Cisly 0 a 1. Pro mocniny Cisla 2 je vysledek presny, na priklad pro 8 jsou to 3.
U ostatnich cisel je primérny pocet rozhodnuti L(m) aproximaci, ktera je tim lepsi, ¢im
je Cislo blizS&i mocniné Cisla 2.

Logaritmus 3 o zakladu 2 je 1,585.

Maly strom pfimo pro cislo 3 da L(3) = 1.66.

Pro Cislo 9 (3x3) by to byl strom

Hladina Pocet objektd Otazky

0 9 Je Cislo mensi nez 5?

1 5 4 Je Cislo mensi nez (7) (2)?

2 3 2 2 2 Je Cislo mensi nez (8) (6) (4) (2)?
3 2 1 11 1 1 1 1 Jecdislomensinez(9)?

4 111111111

ResSeni 9 87 654321



Oznaceni listd bude: 0000, 0001, 001, 010, 011, 100, 101, 110 a 111. VSimnéte si, ze se

nejedna o binarni Cisla, ale indexy obsahuji nadbytec¢né nuly.

L(9) =7 x3 + 2 x4 =29:9 = 3.222. Déleno druhou mocninou da vysledek 1.611.

Odhad logaritmu se zlepsi pfi vysSich mocninach.

Pro 3° = 243 dostaneme strom

128 x 8 = 1024
64 x 8 = 512
32 x 8 = 256
16 x 8 = 128
2x6=12
1x5=5

Soucet = 1937. Primér 7,971, déleno 5. mocninou da 1,594.
Kdybychom volili stale vyssi mocniny cisla k a dbali na to, aby byly soucasné co nejblize
nékteré mocniné Cisla 2, dostali bychom stale presnéjsi vysledky logaritmu. Lze tvrdit, Ze

limitou cisla L(m) je logaritmus o zakladu 2.

Interpretace entropie

Jestlize mame m neoznacenych objektl, mlzeme je indexovat, jednoznacné oznacit
pomoci binarniho rozhodovaciho stromu uvedeného shora. Napriklad pro oznaceni osmi

predmétl potiebujeme 24 znakd:
000, 001, 010, O11, 100, 101, 110, 111.
Nejedna se o binarni Cisla, zapis obsahuje nadbytecné nuly.

Pokud predméty jsou predem oznaceny, tfeba dil¢imi alfabetickymi indexy, miZeme
plvodni oznaceni pouzit jako kofeny dilcich stroml a tak se pocet nutnych znak{

zmensi. Treba pro osm symboll a, a, 3, a, b, b, ¢, d, potfebujeme jen 10 znakd:
a00, a01, al10, al1, bo, bi, c, d.
Rozdil (24 — 10) déleny poc¢tem objektd je mirou informace, kterou o souboru mame.

Priklad je volen tak, Ze souhlasi presné s funkci H(m). Pro velka Cisla mizeme nahradit

pocitani vétvi primo logaritmem o zakladu 2 jako dolni limitou poctu vétvi.



Je to paradox, za informaci nepovazujeme takové vyhodnoceni. Musime si jesté jednou
pripomenout, Ze Shannona zajimal technicky problém, jak znaky zprav prenést

elektronicky bez chyb a co nejefektivnéji. Vlibec se nestaral o vyznam zprav.

Lze Fici, ze funkce H(m) jednoduse méFi, kolik rliznych zprav je mozné vytvorit z daného
souboru symboll jejich rliznymi usporadanimi a tak umoznuje vyhodnoceni efektivnosti

treba rznych kddovani.

Funkce H(m) ma maximum, kdyz vSechny hodnoty m jsou stejné. Nejlépe by bylo,
kdyby kazdy symbol se objevil ve zpravé pouze jednou. To je mozné pouze u velmi
kratkych zprav. Angli¢tina pouziva pouze 26 pismen, pfi vyuziti malych a velkych znakd
by se takova optimalni zprava mohla prodlouzit na 52 znakd, pfi vyuziti vSech ASCII
symbolli by to bylo 256. Faktorial 256 je vétsSi nez exp(256), takze by se tak dala
zakddovat dosti velka knihovna (kazdé sérii ASCII symboll by odpovidala jedna kniha).
Jesté delSi by mohly byt optimalni depesSe v Cinsting, kde znaky znamenaiji slabiky nebo

cela slova.

V prirozenych jazycich se vSak znaky nevyuzivaji rovnomérne, pravé naopak, vedle
znacné frekventovanych pismen se néktera objevuiji jen zfidka. Souhlasky x a z jsou pro
anglictinu cizi a objevuji se dost malo (zda se mi, Ze ted’ se to pomalu méni, najdete je

nyni dosti Casto v réiznych slangovych vyrazech).

Shannon povazoval tuto nerovnomérnost za chybu pfirozenych jazyk( a rozdil mezi
rovhomérnym vyuzitim symboll a jejich skute¢nym vyuzitim nazval redundanci

(nadbytecnost).

Ukazali jsme si, ze H(n) je maximalni, pokud kazdé n ma svou frekvenci, tedy vSechna
m; jsou rlizna. Nadbytecnost vSak zvySuje H(n) takZe soucet obou entropii je vétsi, nez
kdyby se maximalizovala pouze entropie jedina. Pro informaci neni prosté maximalizace
jedné entropie optimalni. Toto jednoduché vysvétleni experimentalnich faktd sveéddi pro

m0j vyklad problému.

Ve skuteCnosti pravé nadbytecnost usnadnuje porozuméni zpravam. Toto tvrzeni se
snadnéji vysvétli na celych slovech, ktera se v textu také objevuji velmi nerovnomérné.
V této kapitole je frekvence slova "entropie" mnohem vyssi nez ve frekvencnim slovniku,

coz je znamka toho, Ze entropie je tématem tohoto sdéleni. Nerovhomérnost zabranuje



monotonosti. Ceské prislovi "ja o koze, on o voze" ukazuje Uskali optimalizovaného

vyuziti symboll, rozdily mezi jednotlivymi sdélenimi by se musely hledat lupou.

Nadbytecnost informace se objevuje uz v RNA a v DNA, protoze v RNA se jednotlivé
triplety kédujici aminokyseliny pripadné konce peptidi neobjevuji rovnomérné. Mimo to
nékteré aminokyseliny jsou kddovany nékolika triplety, coz zvysuje frekvenci jejich
vyskytu.

Entropie michani

Informacni entropie se pocita z frekvence znakdll, ktera je stejnd pro litery v tiskarské
kase (kdo si jeSté pamatuje tento vyraz z doby, kdy se litery fadily do sazby rucné ze
zasobniku?) jako v hotové sazb&. Usili sazete a pred nim autora zpravy se na entropii
zpravy vibec neprojevi. Pfi tom pravé urcité usporadani symboll v posloupnosti prenasi
informaci. Autofi mu vénuji znacné Usili, aby dosahli dokonalosti ve vybéru slov a jejich
poradku, aby se slova ani fraze neopakovaly, ale teorie informace si vibec nevsima

tohoto Usili a ani jej neumi méit.

Shannon si byl védom tohoto nedostatku a pocital frekvence dvou po sobé nasledujicich

hlasek a jim odpovidajici entropii, jako mozZnou nahradu néjaké lepsi miry.

Abychom si problém ozrejmili, pouzijeme k tomu Maxwellova démona. Ten jak je znamo,
umi rozliSovat chladné a horké molekuly (pomalé a rychlé) a jejich tfidénim snizovat

entropii. Mze se vSak také jednat o rlizné chemické prvky ci slouceniny.

Takze si predstavme na rozdil proti predeSlému, ze kazdy vyskyt pismena odpovida
jedné molekule. Vezmeme jich tolik, aby zaplnily dostatecné velky prostor, treba dva
svazky (pro priklad postaci dva radky). Oddélené molekuly budou reprezentovat rady

symboll (pocet je stejny, pismena s mezerami jsou rizné Siroka)

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC
hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

a smichané molekuly rada
chchchchchchchchchechchchchchchchchchechchechchehcehceh.

V tomto radku jsou molekuly smichany priliS dokonale, takze by pfipominaly spise krystal

nez néjakou zpravu. Je to vSak také jedna z pocitanych variant.



Nabizi se otdzka, zda je mozné né&jak méfit stupen promichani symboll v textech, nebo

také nukleovych kyselin v sekvencich DNA ¢i Cislic v Cislech.

Domnivam se, Ze takovou moznosti je méreni vzdalenosti mezi nasledujicimi symboly

v posloupnosti.

Mlzeme si predstavit, ze posloupnost bude vznikat nahodné, tfeba dlouhou sérii hodU
minci, kdy jsou mozné jen dva vysledky. Sleduje se, zda padla hlava nebo orel. Pfi hodu
kostkou existuje Sest ploch poskytujicich moznosti, aby se kostka ustalila. Pro celou
abecedu bychom potrebovali polyhedr s odpovidajicim poctem hran (nebo vice kostek,
kdy by symbol urcovala kombinace jejich vysledk(). Polyhedr by mél byt nepravidelny,
protoZe pismena v prirozenych jazycich nejsou stejné vyuzivana. Samohlasky, kterych je
méné, jsou vétSinou velmi frekventované, avsak nékteré souhlasky, v cestiné treba q, w,
X, se vyskytuji relativné fidce. Podle jejich Cetnosti Ize tfeba poznat odborny text

s Castymi slovy ciziho pGvodu.

U hodl minci je rozdéleni vzdalenosti mezi jednotlivymi shodnymi vysledky znamé jako
negativné binomické rozdéleni. Tyto vzdalenosti se mohou spocitat ze vSech
posloupnosti urcité délky, kolikrat se mezi dvéma nasledujicimi symboly vyskytne jeden,

dva ¢i vice symbol{ druhého druhu.

Ukazalo se, ze je mozné vysledek popsat matematicky, nejprve rekurentnimi vzorci, pak
analytickym vzorcem. Pred pouzivanim pocita¢d byly vypocty negativné binomického
rozdéleni velmi pracné, proto bylo témér neznamé. Dnes vSak existuji programy, které

odstranily vSechny potize s jeho analyzou.

Vzdalenosti v Ciselnych posloupnostech mohou byt rizné. Zlomek 1/3 ma nekonecny
pocet Cislic za desetinnou carkou (0,333..). Zde se opakuje pouze jedna Cislice, takze

rozdéleni vzdalenosti je monotonni.

V iraciondlnim Cdisle e se jednotlivé Cislice vyskytuji prakticky nahodné. Rozdéleni
vzdalenosti mezi jednotlivymi Cislicemi Ize popsat velmi dobre negativné binomickym

rozdélenim.

U textd je rozdéleni pismen méné pravidelné a k jeho popisu se midze vedle negativné
binomického rozdéleni pouzit také rozdéleni exponencialni, rozdéleni logaritmicko-

normalni a rozdéleni Weibullovo (to se pouziva pfi sledovani Zivotnosti strojnich a



elektronickych soucasti). Pfi tom se vyskytuji v priibéhu rozdéleni anomalie, nékterych

vzdalenosti je vice, nez by odpovidalo idedlnimu pribéhu funkce, jinych méné.

Podobna situace s rozdélenimi vzdalenosti existuje i u zakladniho jazyka zivé prirody,
gent, rDNA a DNA.

Je mozné vypocitat entropii i téchto rozdéleni vzdalenosti. To by byly dalsi hodnoty, které
maji analogii i u termodynamickych soustav. U krystalu jsou vSechny vzdalenosti témér
stejné, ale v roztocich i plynech nejsou molekuly rozdéleny Uplné rovnomérné a mimo
to se musi projevit i jejich tvar.

Zaver

Matematika byva pokladana za racionalni védu, ve které nemaji co délat emoce, jen hola
fakta a dlkazy. Historie entropie svédci o tom zZe to vlbec neni pravda. I matematikové

Casto opakuji jenom to, co je naucili jejich ucitelé.

Kdysi kdosi prekrocil bludny koren a vydal se nespravnym smérem. Vzhledem k tradici

se mylné nazory prejimaiji.

Je nesporny fakt, Ze existuji dva polynomické koeficienty. Tady lIze chybu stopovat az
k Newtonovi, Ze nepsal vysledek nasobeni mnohoclenu, tfeba (a + b + c)? se dvéma

polynomickymi koeficienty ve tvaru:

3x% + 6[3(x%)y] + 6xyz
kde se za x dosazuje a,b,c, potom za y se dosazuje b, ¢, a za z se dosazuje jen ¢, coz da

celkem 27 ¢lend (3 + 18 + 6).

Boltzmann se dopustil chyby, Ze svoji predstavu orbit ve fazovém prostoru rozmélnil
pravdépodobnosti a ze opustil kvantovou hypotézu. Bylo ironii osudu, Ze spachal
sebevrazdu ve stejné dobé, kdy Planck pomoci kvantové hypotézy vysvétlil spektrum
zareni Cerného télesa. Izolované termodynamické soustavy se ve fazovém prostoru
pohybuiji po rovinach konstantni energie a samovolné se dostavaji na orbity s nejvétsSim

objemem. Nepochopeni jeho zakladni myslenky skoncilo tragedii.

Pak priSla teorie informace, to byla komedie. Z formalné i funkéné bezvadné teorie
komunikace se udélala univerzalni teorie. ktera méla vSe vysvétlit. Misto jasného
vymezeni vzhledem k fyzikalnimu pojmu se s jeji pomoci snazili vylepsit "podezrely"

Boltzmanndv vyklad. Na strohé axiomy se nalepil vyklad sice barvity, ale zcestny.
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