ANGULO SOLIDO COM
TRIANGULOS ISOSCELES
E ALGUMAS APLICACOES
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INTRODUCAO

Seja um ponto a uma altunado plano de um triangulo isésceles e sobre sdicedarincipal. O artigo se

propde calcular o angulo sélido sob o qual o paét@ triangulo. Algumas aplicagdes interessantes sa
mostradas.

CALCULO

Figura 1

Seja, como na Figura 1, o tridngulo is6scABC paralelo ao plana-y e com a bas8C = | e numa
distanciah do planox-y.
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O pontoD est4, assim, sobre o plaxa.
Vamos calcular o &ngulo sélido sob o qual a origéro triangulo.
Para a aredS:
dQ =n.r/r%. dS com n = vetor unitario normal a dS
re= vetor unitéario na direcéo de r.

dQ = cos@/r?. dx.dy = h.dx.dy/P
A reta suporte dA-C é dada por = h ey =tg ¢/2 e a reta suporte deB é dada poz = hey = -tg ¢/2
O angulo solido é:

/(2.tgd/2) x.tg¢p/2
Q=h .(I 3x) | gly/r3

0 -x.tgh/2
A integral emy resulta em (veAPENDICE):
x.tg ¢/2
ly = y/[(h?53).(h2+x*+y)Y | = 2.xH{(F+P).[h°HE A+ §/2)]1YF . tg ¢/2
-X.tg ¢/2
Assim tem-se:

x.tg ¢/2

Q=2.htgd/2. | x.dx{(h*+x%).[n*x2 (1+tg $/2)]"3

0

x.tg ¢/2

Q=2htgp/2. ] x.dx/[(h*+xP).(K*+x)™

0
Comk = h/(1+tg? ¢p/2)"?
A integral emx resulta em (veAPENDICE):
Ix = 1/(h*k?)Y2 {tg[(h*-k? K] - tg[2.tg /2 . (F-kH(1*+4.t0 §/2)*}

Comk? = h?/(1+ tg? ¢/2), tem-se:
Q = 2.tg" (tg $/2) - 2.tg*{h.sin §/2 . 2.tgd/2/[1>+4.h2.tg® §/2/(1+ tof §/2)]"3

Q =29/2 - 2.1g"{2.h.tg? p/2/[1%.(1+ tf §/2)+4.1F.tg” $/2]Y3 (1)

(I) é a noss&quacédo Fundamental

APLICACOES

1 - Seja 0 cas@m que 0 pont® esta sobre o vértice de um triangulo qual®&Q a uma alturd do
plano deste, como na Figura 2.

Figura 2
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Sao dados, b, ce h; P’ é a projecdo dE no plano do triangulo e esta sobre o vértice apastladoa.
Comb sendo o maior dos dois lados restantes, constréss#ois triangulos iséscel®QR e P’'RT™. O
angulo solidQ sob o quaP vé o trianguld®’SQ é dado obviamente por:

Q=(Q:-Qy) /2 (Il)

OndeQ; e Q, séo os angulos solidos relativos aos triangal83 e P’QR respectivamente.

Tem-se ainda:

b*=d" + (a +ef
Fc=d+¢

oue=(Ff-2-4)/2a

tg /2 = (a + e) N[b* — (a + ef]
1+t ¢o/2 =B/ [b*— (a + €]
tg /2 = e N(P - &)

1+t §f2=C/ (- &)

Usando-s€l), pode-se calculaR; e Q, e tem-se parg:

Q =tg' (b?— & + &) /V[2.(a%% + &P + b’c?) — (& + b* + A) I -
-tgt h.(b? = & + &) 1 V{[(2a%? + 2&c? + 2b°c?) — (& + b + A) Y . (b* + hd)} -
-tgt (bP == &) IV[2.(a%D% + &P + b’ — (@ + P+ )Y +

+tgh.(b2— & — &) [ V{[(2a%02 + 28 + 2D — (@ + B2+ A) Y . (E+ M)} (lll)

Como qualquer poligono d¢ lados é visto por um ponf@através dé\ tridngulos quaisquer, a expressao
(i) é uma expressao fechada Util para se calculagol@solido sob o qua vé o poligono. Este ndo
necessita nem mesmo ser plano, podendo ser reversspaco, tendo de se levar em conta que para cada
tridngulo pode haver um plano diferente e os valdeh tém de ser cuidadosamente computados.

2 - Seja uma piramide regular retaNléados de comprimentce vértice situado na origem.
Assim¢ = 21WN e Qr = &ngulo sdlido sob o qual o vértice vé a base\=Q

Q = 27UN - 2.tg* {2.h.tg? TN /[I%.(1+ to’ TUN)+4.h2.tg® TYN] >3
Qr = 21- 2.N. tg* {2.h.tg? VN /[1%.(1+ tof TVN)+4.H.tg? TUN]Y2
Q= 2m- 2.N. tg* [h.tg WN /(1¥sin UN + b33

SeR =raio do circulo circunscrito & baseR = I/(2. sinT¢N)

Qr = 2m- 2.N. tg* [h.tg WN /(R*+ h%)'4

Mash/(R?+ h%)"? = cos® (angulo entre a altura e a aresta lateral da fiEgm

Entao:

Q: = 21m- 2.N. tg* (cos@.tg TWN) (IV)
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1 0 segmente é a quantidade que falta para se completar ungtri@metangulo. Assim, se o angulo €nfor agudoge sera

negativo.



Alguns testes par@dV):

a-Se®@=0(h - x), Qr deve ser nulo.

Qr =2m-2.N. tg" (tg WN) = 2m- 2= 0

b-Se®@ =12 (h - 0), Q deve sel.lt

Qr =2m-2.N.tg"0=2m

C - SeN - oo temos um cone.

|inN1 Qr = 2.n-2.|irr:l N. tg" (cos® . tg TYN)

Mas seN - oo, tg TUN - TUN e tende a zero e, portantes® . tgT/N - Oe
tg™ (cos® . tgTWN) - cos® . TN

AssimQr =21 (1 - cos®), expressédo bem conhecida.

3 - Por simples observacao, vé-se que a razao lemez um poliedro regular inscrito e outro semetiha
circunscrito a mesma esfera é o co-seno do angtile e segmento que vai do centro do poliedro atr@e

de uma das bases e o segmento que vai do cenpliddro ao vértice do mesmo. E, portanto, exataenen
0 angulo® de uma piramide reta regular cujo vértice é o cethr poliedro e cuja base é a face do mesmo.
As razfes entre as areas e entre os volumes dopaldros sao respectivameots’ © e cos ©.

De (V) podemos tiracos®@:

cos® = {tg[(2n-Q1)2N]/tg(@/N)} (V)

Utilizando (V), calcular a razdo de volumBs entre o poliedro inscrito e o circunscrito a umizies para
todos os 5 poliedros regulares.

TetraedroN = 3, Q; =t cos® = 1/3e Rv = 1/27

Cubo:N =4, Q; =23 0 cos® = 1N3eRv =V3/9

OctaedroN= 3; Q; =12 0 cos® = 1N3eRv =V3/9

DodecaedroN = 5, Q; = 173 0 cos® = V3/[3.tg(1v5)] e Rv = V3/[9.tg*(175)]

IcosaedroN = 3; Q; = 15 0 cos® = tg(3r710)/V3 e Rv = v3.tg*(31710)/9

Lembra-se que:

tg(105) = (5 - A/5)12

tg(3110) = (/5 - 2)2. (1 +V5) / [5¥*. (3 -V5)]

4 — Pela utilizacéo df), pode-se calcular o &ngulo sdlido no caso de gealpiramide reta cuja base seja
um poligono inscritivel d&l lados. Isto porque este Ultimo, obviamente, matapre ser dividido el
tridngulos isésceles, com um vértice comum no oeddr poligono. Dessa forma, a relag§opode ser
utilizada calculando-se os angulos sélidos sobuagsp vértice da piramide vé cada triangulo isésce
somando esses angulos solidos.

5 - Aqui uma particularizacao interessante. Utiidta-se(l), é possivel se calcular o angulo sélido sob o
qual um ponto do espaco vé um retangulo qualqiste @spaco, diretamente sem se (I8

Um retangulo, sempre inscritivel, pode ser divid&o quatro triangulos isésceles iguais dois a dims,
modo que se pode usél) para se calcular o angulo sélido sob o qual unmtg@ pertencendo a
perpendicular que passa pelo centro do retangéleste retangulo.

Usando-se s@) para os quatro tridngulos isdsceles que formaetdngulo, o angulo solid@r (sob o
qual um pontd® a uma alturé do centro de um retangude ladoA e 2B o vé) é dado por:

Qr= 2T7- 4. tg¥{h.A/[B. (A%+B*+h?)Y]} - 4. tgY{h.B/[A. (A%+B*+h?)Y} (V)
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Vejamos agora o caso de um retangulo geral qualgu€igura 3 abaixo mostra um retangulo qualquar e
projecaoP’ de um pontd® sobre seu plano (a uma altiraleste). Procuramos o angulo séli@osob o
qualP vé o retangulo.

Figura 3

X P’ = projecéo do pontB que
esta a uma altutado papel.

A Figura 4 a seguir mostra a mesma figura antenmte foram criados mais trés retangulos idénticos a
original simplesmente pela reflexdo sobre dois®iqyoe contén®’ e sdo paralelos aos lados do retangulo
original de ladoa e 2b. Agora o pontdP’ esti sobre no centro dos retangutedkf), (BYEWw), (enuo) e
(xAvp) e distax ey do centro do retéangulo originatBex).

a 28.[3_ ______ 4:_ _______ v d
I
i
2b /Ig---x--->:
I [
. \ H ] I
lyp X A
P | P
___5_N/.i--____)'(_____i____i___ Figura 4
I L
b : P
! ! | i i
M VoL L_._P.i o
[}
i
I
i
_______
K ¢

SejaQ; o angulo sélido sob o quBlvé @ék{); Q, o0 angulo sélido sob o quilvé ByEy); Qs 0 angulo
sélido sob o quaP vé Enuo); Q4 o angulo sélido sob o quBlvé (kAvp) e Q o angulo sélido sob o qual
vé o retangulo originabBex), que é o angulo sélido procurado.

Vé-se claramente qu2;, = Q, + Q3 -Q, + 4.Q

Assim tem-se parQ:

Q= (Ql - Qz - Qg + Q4)/4 (V“)

Usando-s€VI) em(VIl) com:

A=x+aeB=y+bparaQ;

A=x-aeB=y+bparaQ,

A=x+aeB =y -bparaQ;

A=x-aeB=y-bpar,
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Tem-se entao:

Q=tgH{h.(x+a)/{(y-b).[(x+af+(y-bf+h]"3}+
+tgh. (y-b)/{(x +a).[(x +af + (y - bf + h}]¥3} +
+tg'fh. (x-a) /{(y +b) . [(x- af + (y + b} + W]"3} +
+tgh. (y+b) /{(x-a).[(x-aj + (y + bY + 7]} -
-tgdh. (x +a)/{(y + b). [(x + af + (y + bf + h]*4} -
-tgdh. (y+b)/{(x +a).[(x +af+ (y + bf + h]*3} -
-tgh. (x-a) /{(y - b) . [(x - af + (y - b} + W]"3}} -
-tg{h.(y-b)/{(x-a).[(x-aJ+(y-bY+h VIl
g'h. (y-b) /{(x-a).[(x-af+ (y - by + ¥} (vl

Com certa manipulagédo, juntando-se dois a doistoseymos d€VIlIl) , obtém-se:

Q=tg™{[(x + a)* + (y - bY + W]* . h/[(x + &). (y - b)]} +
+tgy[(x-a)®>+ (y + bf + h]* . h/[(x - a). (y + b)]} -
-tgY[(x + @)% + (y + bf + h¥2 . h/[(x + a). (y + b)]} -
-tgHI(x - @)* + (y - bY + W™ h / [(x - a). (y - D)} (IX)

Testes podem ser efetuados sofp para comprovar sua validade. Por exemplo, fazeedo=b no
retdngulo, obtém-se um quadrado e ponds=see y=b para o pontd®’, este coincide com o ponjp
(vértice do quadrado). Escolhendokse2.a, 0 pontoP estara, conflX), vendo 1/4 da face de um cubo e
situado em seu centro. Multiplicando-se gary dngulo sélido obtido, tem-se o angulo sélido sajual o
centro de um cubo vé uma das faces e se oP#E3n que, multiplicado po6 (o nimero de faces), resulta
em4n

E possivel condenséiX) mais ainda, mas sua expressdo néo parece ficaicomieniente.

Fazendo-s€) = Q, = cte e h = z agora variavel, temos uma relacdo transcenderite e y e z que
corresponde & equagéo da ‘superficie equi-anglitospara o valorQ,e para o retdngulo fixaey).

(VII) é uma expressdo complexa, porém exata para o &sgido que um ponto qualquerno espago vé
um reténgulo de dimensd@es, posicao e orientac@ziesarbitrarias.

E claro que isso poderia ter sido feito atravésxjaressaqlll) onde o poligono seria o retangulo em
questdo, maglX) é uma expressdo bem mais simples por ndo necedsitae ter previamente o0s
comprimentos de todos os triangulos quaisquer gitad.

APENDICE.

1- 1y=[dy/r® = [ dylpE+y*+2%)*? = [ dyl(b*+y*)*? = 1/6° . | dy/(1+y*Ib?)*?

Com y/b = tga, dy = b.(1+tg® a).da

ely, = 1/, [ (1+tg? a).da/(1+tg? a)*? = 1/b%. [ 1/(1+tg® a)*’.da = 1/b°. | cosa . da = sin @) / b* =
= (y/b)/[o% (1+ yI0)M? = yI[ b?. (0% + y*) 2

ely = yl[(x*+h?).(C+h*+y?)

2 - I, = [ x.dx/(E+h?) (x*+k?) Y2

Comx/k = tg a, dx = k.(1+tg? a).da e cosa = k/(x*+k?)*2

I, =] tg a . (1+tgf a).da/[(h*+K2 tg? a).(1+tg? @) 2 = k. [ sina .da/(h% cod a + K2 sir’ a) =
=k.[sina . da/[(h*k?). coda +K]=1/k.[sina.da/[(h*k?/k*. coda +1]=

= (k)2 [ [(h*KkAMK]. sin a . da/[(h*-k?)/k? . cod a + 1] = 1/(H-k)Y2. [ dul(u®+1) =
— 1/(h2_k2)1/2 ) tg-l u= 1/(hZ_k2)l/2 ) tg-l [(hZ_kZ)llzl(k2+X2)1/2]

ely = U(H-kA)™ . tg* [(h*kD)A(k*+x*) "]

As constantes de integracéo foram todas feitas paasimplicidade.
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