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G.Imbalzano: Riconferma dell'Ultimo Teorema di Fermat
 ABSTRACT. The June 1989 "Le Scienze" magazine reported a concise confirmation of the official publication "Riflessioni sull'Ultimo Teorema di Fermat" (Considerations on the Last Fermat's Theorem) -1988, in the Received Books Appendix at page 108. The work was of a certain Giovanni Imbalzano, who had been involved in it since 1969. In this work (a few pages) I use the most efficient method (the theory of the cyclic groups). The subject is interesting above all for a physicist, since Pierre Fermat may be considered such. Therefore I submit to your vision a copy of such a work, adding the following COMMUNICATION.

 RIASSUNTO. La rivista "Le Scienze" del Giugno 1989 riportava a pag.108 -nella "Appendice dei "Libri Ricevuti"- una laconica conferma della pubblicazione ufficiale "Riflessioni sull'Ultimo Teorema di Fermat" del 1988, opera di un certo Imbalzano Giovanni, che si era occupato di tale problema fin dal 1969. Nel mio lavoro (di non molte pagine!) uso il metodo più efficace (teoria dei gruppi ciclici). L'argomento risulta interessante soprattutto per un fisico, quale anche consideriamo il nostro Pierre Fermat, per cui mi premuro di sottoporre ai Congressisti del Convegno un lavoro simile, aggiungendo la COMUNICAZIONE seguente.
 A suo tempo, ho verificato le analogie del metodo da me applicato al problema di Fermat con la risoluzione algebrica dei poligoni regolari ad n lati. Sembra che Gauss avesse solo dato la possibilità della costruzione per tutti i numeri primi del tipo n=2m+1, ma non fornì materialmente le formule. Servendoci della riduzione del gruppo ciclotomico, possiamo determinare l'apotema dell'eptadecagono (n=17) in maniera originale: cos(16π/17)= (v-√[-v²+8-2/v)]/4, dove


v=u-√[u²+1], u=(-1+√17)/4; le altre determinazioni dei segni ± delle radici quadrate forniscono altri cos(2kπ/n). É rilevante il fatto che, nel proprio campo algebrico, vv*=-1, uu*=-1, e quest'ultima genera un "anello euclideo"


Z(5+4u) @ R(√17). Tuttavia, il gruppo ciclotomico non fornisce esso stesso un anello euclideo; ancora, ciò si verifica per n=5, ove cos(2kπ/5)=(-1±√5)/4, ma mai per l'equazione exp((2kπi/15)3n)=1: infatti, R(√5) è incompatibile con R(√3). Leggendo il mio lavoro, si osservi quanto proviene 

dalle congruenze α3n=1 mod.µ simili a quelle di Gauss ed a priori riducibili, ma da risolvere stavolta in campi interi, senza possibilità di introdurre le radici n-esime dell'unità exp(2πi/n) e sotto certe condizioni di simmetria:


α(z)-n+1+α(x)n=0, α(z)n+1+α(x)-n=0 mod.µ ...otterremo una persuasiva conferma della validità, o addirittura della univocità del metodo dimostrativo applicato.
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Giovanni Imbalzano: l'eptadecagono di Gauss

Premessa storica: le equazioni ciclotomiche. 

 Oggi è ben noto come per la risoluzione di un'equazione non sia necessario conoscere un metodo dettagliato, ma spesso basta conoscerne le simmetrie, o trasformazioni, che forniscono gli "invarianti" delle equazioni. Alcuni esempi potrebbero essere il teorema di Cauchy per le equazioni differenziali, o il criterio di Ruffini per le equazioni algebriche intere: praticamente ciò che basta per approssimarne successivamente le soluzioni, nell'ordine prestabilito. A maggior ragione, ciò risulta vero quando si richiede l'esistenza o non esistenza delle possibili soluzioni. In generale, Galois (1832) dimostra che la totalità delle permutazioni delle soluzioni (automorfismi) fornisce le uniche informazioni essenziali sulle proprietà e risolubilità di un'equazione algebrica. In particolare, Gauss fornisce un criterio univoco per la divisibilità di una circonferenza in parti eguali (ciclotomia) per mezzo di sole estrazioni di radici quadrate (equivalente alla costruibilità, ovvero l'uso esclusivo di riga e compasso).


Se n è un numero primo, e z una qualsiasi radice immaginaria dell'unità di ordine n, quest'ultima soddisfa all'equazione

(zn-1)/(z-1)=jΣ0n-1zj =0 ; in modo del tutto equivalente, l'equazione è soddisfatta da (n-1) radici, tali che ciascuna di esse rappresenta una determinata potenza ad esponente intero, relativa a ciascuna delle altre. Il numero Φ(n)=n-1 rappresenta proprio il numero di interi naturali primi con n ed inferiori di n.


Analogamente, per N=2m°.n1m1.n2m2..nlml..nLmL , anche non primo, l'equazione che fornisce tutte le possibili radici immaginarie, generatrici di tutte le altre quali potenze d'ordine intero, risulta essere di grado: Φ(N)=

=2m°-1.(n1-1)n1m1-1.(n2-1)n2m2-1..(nl-1)nlml-1..(nL-)nLmL-1; 

tale numero rappresenta appunto il numero di interi inferiori di N ma primi con esso. Le "soluzioni ciclotomiche" soddisfano senz'altro al gruppo ciclico per cui jΣ0n-1zj=0 e l'equazione può scomporsi seguendo la fattorizzazione di N, come ad esempio per N=6

{Φ(6) =1∙2= 2} in: z5+z4+z3+z2+z+1=(z3+1)(z2+z+1)=


=(z+1)[(z²+1)²-z²]= (z+1)(z4+z2+1] =0, le cui generatrici si riconducono senz'altro alla semplice equazione z²±z+1 =0 . Tuttavia, se pretendiamo la costruibilità delle radici N-esime dell'unità mediante l'uso esclusivo di (successive) estrazioni di radici quadrate, interviene l'importante condizione aggiuntiva, per cui occorre che Φ(N) sia una potenza del 2, ovvero i fattori primi di N, a parte 2, siano dei numeri primi di Fermat, del tipo n=2f+1 . E allora è necessario che sia almeno f=2g, e in tal caso a me non risulta che esistano altre possibilità che per: 0≤g≤4 ; il grande Euler ha verificato che per 232+1 non risulta un numero primo, ma non riuscì a dimostrare l'esistenza o meno di altri ipotetici numeri primi di Fermat. Nel seguito, risolveremo il caso non banale n=24+1=17, relativo appunto all'eptadecagono regolare, inscrittibile nella circonferenza. Questa la forma data alla base della statua eretta in onore di Gauss dai suoi concittadini di Gottinga, dove egli venne a mancare (1855).  


Identità. 

 Sia z= 2cos(┬)= ei┬+ei┬, z2= 2cos(2┬)= 4cos2(┬)-2; è allora z2= z2-2, z= ±√[z2+2]. Ponendo α=ei┬, si osservi come l'identità z2+1= (α+1/α)2-1 =z2-1 corrisponde al "prodotto notevole" α2+1/α2+1= (α-1+1/α)(α+1+1/α). Risulta comunque, per iterazione: z4=z2²-2= (z²-2)²-2, z8= ((z²-2)²-2)²-2,


z=z16=z8²-2=(z4²-2)²-2 . Qui abbiamo a che fare con le trasformazioni di un gruppo ciclico, per cui


z=>z2= z2-2= Tz=> T2z=> T3z=> T4z= z , cioè 


T4= 1 =T0: il gruppo è costituito di 3 elementi distinti, oltre all'unità; ma, come per ogni gruppo ciclico, almeno uno dei suoi elementi (certo diverso da 1) genera l'intero gruppo. In particolare, mentre T2z=z4, è anche T-2z= T2z4= z, in ragione della esistenza degli inversi, per ciascuno degli elementi.          

 Riduzione dell'eptadecagono. 

 Per ottenere i valori trigonometrici di cos(2kπ/17) con 

0<k<17 occorre risolvere l'equazione


(α17-1)/(α-1)= kΣ016(αk) =0, in α= exp(2kπi/17). Posto


z= α+1/α, si ottiene: z8+z7-7z6-6z5+15z4+10z3-10z2-4z+1=0 . Tale equazione, superiore al 4° grado, in base alla teoria di Gauss è algebricamente risolubile se e solo se esiste un gruppo di trasformazioni che la riduca di grado (scomponendola in fattori). Ma, applicando ad esempio la trasformazione 

 z=> z4= (z²-2)²-2 , detta equazione aumenta di grado, 

poiché vi si aggiungerebbero le soluzioni con doppio segno del tipo z=±√[z2+2], relative alle radici dell'unità 

dell'ordine 2*17ª=34ª. Tuttavia, non è indispensabile risolvere quella equazione, ma ci si può basare direttamente sulle trasformazioni di gruppo, reciprocamente inverse: 

 z4= (z²-2)²-2, z= (z4²-2)²-2 . Di qui per somma e 

differenza (z4±z)= (z4±z44)-4(z2±z42)+2(1±1). Tenendo conto che z4+z, quali radici distinte, è possibile semplificare la equazione "differenza" per z4-z+0; e quindi, rispetto a "somma e prodotto" s=z4+z , p=z4z , si perviene al sistema:

 
s4-4s2-4ps2-s+2p2+8p+4=0

 
s3-2ps-4s+1=0 . Eliminando p=(s3-4s+1)/2s, rispetto ad (s) si ottiene l'equazione pseudo-simmetrica:


s6-8s4+4s3+8s2-1, da cui: (s-1/s)3-5(s-1/s)+4=0 .


Infine, risolvendo rispetto ad una delle due possibili determinazioni di u=(s-1/s)/2 {+1/2 per via, a monte, della realtà di ┬} si perviene alla equazione risultante


(u-1/2)(u²+u/2-1)=0, dove: u=(-1±√17)/4, s=u±√[u2+1].

Concludendo, per la funzione trigonometrica degli angoli al centro, tali che 0<Θ<π, si ottengono {relativamente alla scelta dei 3 segni ±} le 23=8 possibili determinazioni:


cos(Θ)= z/2= {s±√[s²-4p]}/4= {s±√[8-2/s-s²]}/4, ove


s= {-1+√17±√[2(17-√17)]}/4, con segni opposti in ±√17.  




Osservazione.

 Le grandezze s, u (e in modo più complicato anche p, z) soddisfano ciascuna per conto proprio ad un campo algebrico, con "moduli unitari": 
s.s*= {u+√[u2+1]}.{u-√[u2+1]} =-1, 

 

u.u*= (-1+√17)/4.(-1-√17)/4 =-1. 

 meglio di queste ultime, nel campo quadratico R(√17) è possibile definire "unità fondamentali" che generano l'anello euclideo (in cui è possibile introdurre proprietà sui resti analoghe a quelle dell'anello Z degli interi relativi) Z(4±√17) @ R(√17), di "norma unitaria" negativa: (4+√17).(4-√17)=-1 .

 Chiediamoci ora se non sia possibile costruire radici dell'unità mediante un'unica radice quadrata, con radicando negativo sotto radice, ciò che occorre per le generatrici immaginarie [come ad esempio i=√(-1) , oppure ε=(-1±√-3)/2]. Occorre in tal caso che l'equazione sia al più di 4° grado, sicché Φ(N)=2m-1, m=3 .


Dobbiamo però escludere N=5 {posto r=(-1+√5)/4 darebbe la "unità" u=√[1-r.r]±√[-r] ed anche N=8 {il piano di Argand fornisce u=(√2±√-2)/2, con due tipi di radici quadrate}. A meno della riduzione agli interi relativi Z{1}, ciò porta quindi a due soli anelli euclidei nel campo complesso:

Z{i} oppure Z{(±√-3-1)/2}. Nelle mie Riflessioni sull'Ultimo Teorema di Fermat, ho ricercato la possibilità di costruire le eventuali "soluzioni" dell'equazione xn+yn+zn=0 (per un esponente primo n>3), oppure la dimostrazione dell'inesistenza di soluzioni in anelli euclidei (quadratici) del tipo suddetto. Ci si imbatte allora in una equazione congruenziale del tipo α2n+αn+1=0 mod.(z²-xy), dove α=(x/y) nello stesso modulo. Le soluzioni {α} soddisfano evidentemente a un certo gruppo ciclico, associato alla congruenza


α3n-1=0 mod.(z2-xy). La dimostrazione principale consiste ivi proprio nella ricerca delle generatrici di tale gruppo, a cui occorre però sovrapporre una condizione aggiuntiva, che proviene direttamente dalla stessa equazione xn+yn+zn=0, per 

cui z2-xy @ z2n-(yx)n= x2n-(yz)n= y2n-(zx)n= x2n+(yx)n+y2n, simmetricamente negli scambi su {x y z}. In base alla stessa teoria dei gruppi, in una prima fase si perviene al risultato che non risulta costruibile nessun altro tipo di dimostrazione generale che non riguardi la riducibilità del gruppo di generatori {α} ad un sottogruppo tale che semplicemente: α²+α+1=0 mod.(z²-xy) . Infine, l'inesistenza di soluzioni non-banali per l'equazione intera di Fermat, equivalente a xn+yn=(-z)n, è allora da ricondurre alla condizione per ciò stesso indotta sulle generatrici dell'intero gruppo ciclico di cui sopra. Riassumendo brevemente tali Riflessioni, si osservi come all'equazione α3n-1=0 mod.µ@(z²-xy) corrispondano Φ(3n)=2(n-1) generatori {α} corrispondenti al grado dell'equazione mod.µ (α2n+αn+1)/(α²+α+1)=0. 


In particolare, l'equazione α2n+αn+1=0 mod.µ non dovrebbe contenere i generatori del sottogruppo relativo all'equazione αn-1=(α3n-1)/(α2n+αn+1)=0 mod.µ, in contrasto però con l'identità che proviene dall'ipotesi aggiuntiva: xn+yn+zn=0 che comporta (ciclicamente) yn(α2n+αn+1)=x2n+(yx)n+yn=z2n-(yx)n. Appunto l'ultima espressione contiene interamente i fattori di µ associati nella congruenza rispetto a (α3n-1), come si dimostra a fondo nel lavoro citato e miei seguenti approfondimenti, ma come si può già intuire dal fatto che la congruenza del tipo (z²/xy)n-1=0 mod.µ coinvolge proprio l'intero sotto-ciclo d'ordine n. La è conclusione che, poiché non possono fare parte dei generatori dell'intero gruppo anche quelli del sotto-gruppo d'ordine n associati alla (αn-1)/(α-1)=0 (µ) allora ci si riduce alla semplice equazione α²+α+1=0 mod.µ con conseguente riduzione all'assurdo(tranne casi banali) dell'equazione di partenza: xn+yn =(-z)n . 
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Giovanni Imbalzano:

Sintesi del II Teorema di Fermat 


ABSTRACT. The author proposes the II Fermat's Theorem limited to the ring Z of the whole numbers, as already provided for every Euclidean ring in a quadratic field.


RIASSUNTO. L'autore propone la dimostrazione del II Teorema di Fermat, limitatamente all'anello degli interi Z (come già prevista per qualsiasi anello euclideo nel campo quadratico). [1] 

PREMESSA generale. 


Anelli UF. 


Indichiamo con A un anello a Fattorizzazione Unica (UF-anello) che sia un sotto-insieme {A @ R} di un campo di razionalità R; con (x,y,z) il Massimo Comune Divisore tra gli elementi {x, y, z} @ A, con (x;y;z) il loro minimo comune multiplo. In particolare, l'anello degli interi naturali (anche negativi) è indicato con Z o Z(1). Ricordiamo che per definizione (per ogni scelta di interi d, q, r): 

¥ {d, q, r} @ A: r+d.q= r mod.(d); con equivalente significato si scrive anche: r+dq= r (d). L'anello degli interi complessi di Gauss è indicato con Z(i) . É un anello dotato di due elementi di base {o di 2 ordine} in quanto ¥ c @ Z(i): c=a+ib con {a, b} @ Z . Un altro anello a base doppia è il sotto-insieme del campo razionale R(√-3): Z(ε)=a+εb, dove ε=(-1+√-3)/2, ε*=(-1-√-3)/2. 

Risulta ε.ε*=1, e così pure i.i*=i.(-i)=1, cioè gli elementi di base del campo in Z(i) od in Z(ε) @ R(√-3) sono anche unitari; per altri campi può non verificarsi. Il modulo |c|=|cc*| \ |c|≥0 rappresenta una valutazione V(c) nel modo seguente.


Anelli euclidei. 



Si dicono euclidei quegli anelli Æ che soddisfano ai postulati:

¥ a @ Æ: E (esiste) V(a) \ 0 ≤ V(a) @ Z; V(a)=0 se e solo se a=0; 

¥ {a, b} @ Æ V(ab) = V(a).V(b); 

¥ {d+0, c} @ Æ: É (esiste) \ (tale che) c=qd+r, con V(r)<V(d). 

Tra due elementi {p, q} @ Æ la notazione p @ q equivale a q=0 mod.p; ne consegue V(p) @ V(q) -ma non sempre vale il viceversa. Inoltre, con (p, q) indichiamo il prodotto dei fattori in comune tra p e q, presi con la minima molteplicità ed a meno di un fattore unitario, sicché (V(p), V(q)) rappresenta il Massimo Comune Divisore tra V(p), V(q): se (p,q)=1, allora p e q non possiedono fattori in comune diversi unità. Per qualsiasi congruenza nell'anello Z degli interi relativi vale la proprietà seguente, conosciuta come Primo Teorema di Fermat:

¥ µ primo @ Z, qp=q mod.(µ) \ (tale che) ¥ (q,µ)=1 qp-1=1 (µ).


Formule notevoli.


Su tre elementi dati {x y z} definiamo:

Sh=xh+yh+zh , in particolare S1=x+y+z =S; Fzh=xhyhxh+y, Fz1=Fz ciclicamente; Izh=z2h-xhyh, Ixh-Iyh=(yh-xh)Sh=Fyh-Fxh, G=xhyh+yhzh+zhxh, G=G1=xy+yz+zx=(S2 -S2)/2, sempre ciclicamente.


Lemma sulla somma simmetrica (G). 


« Siano definiti gli interi {x y z} @ Z non tutti unitari, con (x,y,z)=1. Se la somma S=x+y+z è tale che xyzS0, e 
Sn=xn+yn+zn=0 per un esponente primo naturale n>3 allora ogni fattore primo µ @ G=xy+yz+zx è contenuto anche in S (µ@S). In altri termini, S=0 mod(µ) (per inciso, risulta sempre G 0).


» Occorre intendere che G contenga qualche fattore non-unitario, altrimenti la tesi sarebbe banalmente vera. La dimostrazione dell'ultimo inciso proviene da G=0 => z(x+y)=-xy, onde xy=0 (z) e ciclicamente, per cui ciascun fattore in uno dei tre interi come (x) sarebbe contenuto negli altri (yz) contrariamente alla primitività, oppure ciascuna {x y z} sarebbe una unità, contro l'ipotesi iniziale. Anzi, non è semplicemente G+0, ma anche (G,xyz)=1: se ad esempio v=(G,z)+1, allora z(x+y)=-xy=0 (v) e di nuovo (yx,z)1, contro l'ipotesi. Premettiamo per quanto seguirà che per i fattori "pari" di G, cioè tali che µ@2, la tesi consegue dalla semplice considerazione che Sn = 0 implica che xyz=0 mod.2 e, per via della primitività (x, y, z)=1, (G,2)=1.


Pertanto, non resta che dimostrare l'assunto per fattori del tipo dispari µ@G. Inoltre, posto r=y/z (o ciclicamente in z/x, x/y), occorre supporre 1+r+r2+0 (µ) altrimenti anche Fx=z2+zy+y2=z(1+r+r2)=0 (µ) quindi


S(y+z)=S(y+z)-Fx=S(y+z)-(y+z)2+zy=x(y+z)+zy=G=0 (µ). Se per assurdo S+0 (µ) deduciamo y+z=0=z(1+r) (µ) e ricordando (G,xyz)=1: r=-1 (µ) da cui direttamente 1+r+r2=1+0 (µ) che conferma quanto sopra. Consideriamo ora il comportamento delle quantità {r=rx,ry,rz}={y/z, z/x, x/y}, riducibili a resti interi

mod.G: x/z.y/z+x/z+y/z=G/z2=0 (G); (rx+1)ry-1+rx=0 (G) (1) 

da cui, oltreché rx=r mod.(µ@G), ry=-(r+1)/r (µ) e,

per rz=(rxry)-1=-r/(r+1)/r (µ), rz=-1/(r+1) (µ). 

 (2)

Ancora, Sn=xn+yn+zn =zn(ry-n+rxn+1)=0 (G) ,

Sn=[(-r)n+(1+r)nrn+(1+r)n]/[r(r+1)]n =0 (µ) e, sempre che per assurdo S+0+1+r+r2 (µ) : (1+r)n(rn+1)+(-r)n=0 (µ@G). Tale equazione congruenziale in (r) è soddisfatta da ognuno dei rapporti {rx, ry, rz}, e valgono per questi ultimi notevoli proprietà di simmetria: per prima la trialità (K) definita da: (K)r=-(1+r-1), (K2)r=-1/(1+r)=r-1/[(K)r] , con (K3)r=r; vista la simmetria in {r, r-1} detta equazione soddisfà inoltre alla trasformazione per inversione (R): (R)r=r-1, (R2)r=1.


L'insieme degli operatori {K, R} genera un gruppo del tipo diedrico {D3}, a priori non commutativo a meno di suoi sottogruppi, con: ((R)K)r=-r/(1+r), ((K)R)r=-(1+r). Tuttavia, in base alle ipotesi, tale gruppo si riduce a un certo (sotto)gruppo, ciclico e quindi commutativo, generato dalla congruenza r3n=1(µ), come dimostreremo. Allo scopo, si considerino le quantità {Jx Jy Jz} = 

={x2n/(yz)n, y2n/(zx)n, z2n/(xy)n}={ry-nrzn, rz-nrxn, rx-nryn} soddisfacenti alla identità JxJyJz=1 e calcoliamone le espressioni simmetriche: Jx+Jy+Jz=3;       

JxJy+JyJz+JzJx=1/Jz+1/Jx+1/Jy =[(1+r)3n-r3n-1]/[rn(1+r)n] (µ). 

La prima rappresenta un'identità (in base all'ipotesi fondamentale Sn=0): (x2/yz)n+(y2/zx)n+(z2/xy)n= S3n/(xyz)n =

=[Sn3-3(xn+yn)(yn+zn)(zn+xn)]/(xyz)n per cui 

Jx+Jy+Jz= -3(xn+yn)/zn=(yn+zn)/xn=(zn+xn)/yn=3.


La seconda espressione, diciamo Γ(r), si deduce per sostituzione diretta delle {ri/rj}. Si può verificare che tale espressione coincide con Γ= [(1+r)3n-r3n-1]/[rn(1+r)n]=

= [r3n-(r3n+1)(1+rn)3]/[r2n(1+rn)2] (µ).


In generale, Γ soddisfà alle proprietà di simmetria Γ(Kr)=Γ=Γ(Rr) mod.(µ) : basta verificarne invarianza per


r=> r-1=> -(1+r). Le quantità {Jx+Jy+Jz, Γ, JxJyJz} sono pertanto invarianti nel gruppo {D3} e l'equazione associata
J3-3J2+ΓJ-1= [(1+rn)(r+1)n-rn]/(1+r)n=0 (µ) risulta invariante, in particolare se sottoposta all'inversione 


Rr=r-1 (µ); questa trasformazione risulta comunque definita dal gruppo di congruenza corrispondente: r-1 = rp-2 mod.(µ@p) {dal I teorema di Fermat}. In base alle definizioni per cui ad esempio RJx=R(ry-1rz)=ryrz-1=Jx-1 (r) e senza alcuna perdita di generalità, si ha necessariamente:

(J3-3J2-1)/J= Γ= Γ(Rr)= (J-3-3J-2-1)/J-1= (1-3J-J3)/J2 (G),

J4-3J3-J-1+3J+J3=0=J4-2J3+2J-1=(J2-1)(J2+1-2J)=(J+1)(J-1)3(G). 


Poiché Jx+Jy+Jz=3 (µ) possiamo escludere del tutto la possibilità J=-1 (µ) e quindi Jx=Jy=Jz=1 mod.(µ@G) ciò che implica rxnry-n=1 (µ) ciclicamente, e infine: rxn=ryn=rzn (µ), rx3n=(rxryrz)n=1 (µ). Pertanto, ciascun operando {r} rappresenta un elemento del gruppo ciclico generato dalla congruenza: r3n=1 (µ), ove l'ordine 3n del gruppo può scomporsi secondo i numeri primi (3,n), relativi a due tipi di sotto-cicli primitivi. Ora, non appena due delle {r} si trovino nello stesso sotto-ciclo primitivo d'ordine (3) o (n) anche la terza è tale, ad esempio rz=(rxry)-1, e in base alle proprietà del (sotto)gruppo ciclico possiamo porre Kr=rk (µ), per un certo intero k@Z+ tale che k<3n (<ordine del ciclo). In caso contrario, almeno una delle {r} si troverebbe nel suo ciclo più ampio (3n) ovvero sarebbe una "generatrice" dell'intero gruppo, e comunque: Kr=rk (µ). Invero, se una qualunque {r} appartiene al sotto-ciclo d'ordine 3, e con ciò sia r3=1 (µ), (r-1)(r2+r+1)=0 (µ), ricordando che r2+r+1+0 (µ) è allora r=1 (µ), risulterebbe ancora: r2+r+1=0 (µ). Infatti, per via della ryn=rzn=rxn (µ): 

Sn=zn(ry-n+rxn+1)= zn(r-n+rn+1) (µ), indi 3zn=0 mod.(µ): µ@3. 


Con l'intervento del I Teorema di Fermat, per ogni {rj}: rj2=1 (µ), ma è già rj3n=1 (µ) per cui rj=r(3n,2)=1 (µ) e banalmente rj=r=r1 (µ). Ed anche nel caso in cui una certa {r} appartenesse al sotto-ciclo d'ordine-n, rn=1 (µ) : rjn=rn=1 (µ), otterremmo Sn=0=(r-n+rn+1) mod.(µ@3) e come sopra rj=r1 (µ) per cui Kr=r, k=1. Nel rimanente caso in cui nessuna delle {r} appartenga a qualcuno di detti sotto-cicli, ciascuna di esse risulta una generatrice dell'intero e medesimo ciclo d'ordine 3n, come dimostrano le congruenze rxn=ryn=rzn (µ), e quindi in generale Kr=rk (µ). Di conseguenza:

K2r=r-1/Kr=r-(k+1){y/z,z/x,x/y}={r,Rr,R2r}={r,rk,r-(k+1)} (µ),


R{z/y,x/z,y/x}={r-1,r-k,rk+1} (µ), coerentemente con la commutatività R(Kr)=K(Rr) nel gruppo ciclico, che siamo ora in grado di sfruttare. Ricordando che le {r} devono soddisfare alla G=xy(z/x+z/y+1)=0 mod.(µ@G) con (xyz,G)=1, si ha 

rk+r-1+1 =0= rk+1+r+1 (µ). 


Per inversione: r-(k+1)+r-1+1 =0= 1+rk+rk+1 (µ) e per confronto con la precedente: rk+2=1, rk=r (µ) ovvero k=3n-2, infine r3=1 (µ) e risulta addirittura rk+r-1+1=0=r-2+r-1+1, 1+r+r2=0 (µ). Si perviene finalmente alla tesi, per verifica diretta: S/y=x/y+z/y+1=r-(k+1)+r-1+1=0 (µ) sempre vero ¥µ @ G.


Lemma sui fattori (S). 


« Nelle stesse ipotesi del Lemma (G), ciascuno dei fattori µ @ G compaiono anche in S, almeno con la (massima) molteplicità v che essi presentano in G, per cui S=0 mod.G .


» Ricordiamo che in (G) si è dimostrato S=0 mod.(µ) almeno per ciascuno dei fattori primi µ@G, e sia µ┬ la molteplicità in

S=0 (µ┬) certamente con ┬≥1; ora, se µ si presentasse in G con molteplicità superiore v>┬ (come µv) allora S2=S2-2G = 0 mod.(µΘ) con una molteplicità Θ almeno pari a Θ=MIN(2┬,v)>┬ (evidentemente Θ>1). Posto r=y/z mod(µ┬) risulta anche (ciclicamente) z2(1+r+r2)=

= z2+yz+y2= z2+yz+y2+G= (z+y)2+x(z+y)= (z+y)=S = 0 (µ┬). 


Inoltre, da S2=S2-2G=0 mod.(S2,2G) e dall'ipotesi

Sn=0 => Sn=0 (2G): (yn+zn)2= x2n= (S2-y2-z2)n= -(y2+z2)n mod.Γ con Γ=((1+r+r2)2,2G), ovverosia (£n+1)2+(£2+1)n = 0 (Γ) in uno dei rapporti £ del tipo {r=y/z mod.(1+r+r2)2 certamente primi per quanto sopra con (1+r+r2) @ G . Il I membro, considerato quale polinomio in £, sempre che (n,3)=1 è identicamente divisibile per il trinomio p(£)=(1+£+£2) @ £3-1 @ £3n-1, come proviene dalla congruenza mod.(£2+£+1) considerandone le radici algebriche secondo il metodo di Ruffini; quindi P(£)=(1+£n)2+(1+£2)n è divisibile algebricamente per p(£). Ricorriamo ora alla analisi polinomiale, nota fin dal Seicento a Pierre Fermat, per cui necessariamente: p(£) @ P'(£) nel caso in cui p2(£) @ P(£). Per la determinazione £=r mod.(µ┬) con µ┬ @ (S,G) otteniamo mod.(µMIN(v,┬)=(1+r+r2,2G)): 

P'(r)=0=2nr[rn-2(rn+1)+(r2+1)n-1] essendo n>┬>0. Ma è pur sempre 1+r+r2=p(r)=0 (µ┬), r2+1=-r, rn+1=-r-n (µ┬), per cui (con n dispari)


2nr(-r-2+rn-1)=0=2nr-1[-1+rn-3] mod.((2nµ┬),2G,1+r+r2).


Riducendo infine (r(n-3,3)-1,r2+r+1) = (r±1-1,3) @ 3 si ottiene 6n=0 mod.(2nµ┬, 2G, 1+r+r2), e ricordiamo che µ┬ contiene almeno ciascuno dei fattori primi di G, così come (1+r+r2). La congruenza precedente indica che tutti i fattori di (2G,S) che superino quelli di S sono limitati al MCD.(1+r+r2, 6n) e che non esistono in G fattori (primi) di tal tipo, a meno di taluni µ┬ @ (2; 3; n). Onde pervenire alla tesi, dimostriamo che: 


<<1 è escluso che fattori del tipo µ @ n appartenenti a G superino quelli di S (notiamo che normalmente si ricorreva ad una dimostrazione parziale risalente a Kummer[2] sulla obbligatoria divisibilità xyz=0 mod.(µ@n), al riguardo equazione intera xn+yn+zn=0, o equivalente Xn+Yn+(-Z)n=0). Si potrà quindi risolvere il cosiddetto I caso dell'equazione di Fermat, nell'ipotesi in cui per assurdo XYZ0 mod.n). 
<<2 Sarà analogamente escluso per i fattori del tipo µ@2; 

<<3 non resterà altro che discutere il caso µ@3.
1>> Sviluppiamo 0=Sn=(zn+yn)+(S-(z+y))n limitandoci ai termini d'ordine inferiore a nS2 sicché, 

¥g@(S,G) & 1+r+r2=0 (g): 

zn+yn-(x+y)n +nS(z+y)n-1 =0 mod.(ng2). Se ciò è vero, occorrerebbe zn +yn -(z+y) n = 0 mod.(ng) al più, in qualsivoglia potenza dei fattori primi fattori comuni a G, cioè come in nS, tenendo conto che (z+y,G) @ (z+y,x(y+z)z+zy) @ (zy,G) = 1 .

Dimostrando il contrario, occorrerà rigettare invece l'ipotesi che G contenga fattori del tipo µ@n in grado superiore rispetto ad S. 

Analizziamo l'espressione in r=(y/z): 

zn+yn-(z+y)n = zn[1+rn-(1+r)n] con il metodo dell'analisi polinomiale; basta farlo nell'espressione divisibile quale polinomio come: f(r)=1+rn-(1+r)n = (1+rn+r2n)-r2n-[(1+r+r2)-r2]n , con =(1+r+r2), f(r)=(1+rn+r2n)-nr2(n-1) -n2 t-2(-r2)(n-t) (nt)/n-n .

I termini n2 e n sono di grado superiore a quelli di n nei fattori µ@n, quindi basterà dimostrare che la parte rimanente (1+rn+r2n)-nr2(n-1) =0 mod(nµ) per concludere con l'assurdo richiesto. Anzitutto, essa stessa risulta divisibile per i fattori ng @nS, in particolare polinomialmente divisibile per  e in 1+rn+r2n =(r3n-1)/(rn-1)=0 mod(1+r+r2) anche per un ulteriore fattore n: basta applicare l'analisi polinomiale, considerando che (r3n -1)'=3nr3n-1. L'espressione data risulta quindi divisibile almeno per n, e ripetendo detta analisi sull'espressione razionale intera
P(r)= [(1+rn+r2n)-nr2(n-1)]/n divisibile almeno per : 

P'(r)= rn-1 +2r 2n-1-(2r+1)r 2(n-1)-2(n-1)(1+r+r2 )r2n-3 , 

P'(r)=rn-1[1-r3(n-1)]+2(1+r+r 2)r2n-3= 0 mod.(n,1+r+r2).


Poiché (1+r+r2 )@ 1-r3 @ 1-r3(n-1), è P(r)=(1+r+r2).q(r), quindi P'(r)=(2r+1)q(r)+(1+r+r2)q'(r); teniamo infine conto che 2r+1 non può contenere fattori in comune con g, tranne che in (2r+1,1+r+r2) @ (2r+1,(2r)2 +4r+4) = (2r+1,1-2+4) @ 3 < n. 


Poiché occorre allora P'(r)=0=q(r) mod.(n,P), si conclude che P(r)=0 mod(nP(n,P)) modulo di grado superiore a nP e quindi è tale l'espressione intera di partenza f(r), come occorreva dimostrare. 


2>> Analogamente, è escluso per i fattori del tipo µ@2 per via del fatto già citato in (G), per cui (xyz,2)1, e quindi (G,2)=1 => (µ,2)=1; 


3>> non resta che discutere il caso µ @ 3. Per quanto precede, risulta ora semplicemente 3v-┬.S=0 (G) con G=0 mod(µ@3), se non addirittura S=0 (G). 


G potrebbe contenere al più la potenza (3v) che superi (3┬)@S, mentre S stessa in base a (G) deve contenere almeno qualche fattore primo µ@3, indicato appunto con il suo massimo ordine ┬ ≥ 1.


Ammettendo per assurdo (G,3)+1 , riprendiamo ora la ipotesi fondamentale: xn+yn+(S-x-y)n = xn+yn+zn = 0 . 


Ponendo £=y/z mod.(µ┬+1) e ricordando la primitività (n(z+y)z,G)=1, a meno di termini in S2=0 (µ┬+1) si ottiene

zn+yn-(z+y)n+nS=(z+y)n-1 = 0 mod.(µ2┬) & (µ┬+1 @ µ2┬) per cui occorre zn[(1+£n)-(1+£)n] =0= (1+£n)-(1+£)n mod.(µ┬) al più, dello stesso ordine di S. Ma il I membro, considerato quale polinomio in £, risulta già divisibile per il trinomio p(£)=(1+£+£2) come viene dalla congruenza polinomiale P(x)=(1+£)n-(1+£n) = [(1+£+£2)-£2]n-(1+£n+£2n)+£2n=0 mod.p(£), osservando al solito che 1+£n+£2n=0 mod.(1+£+£2) sempre che (n,3)=1.


Poiché p(£) per una certa determinazione r=y/z mod.G risulta divisibile per µ┬ , occorre che il fattore rimanente q(£) di P(£), con P(£)=p(£).q(£), non sia divisibile per alcun fattore del tipo µ@3. 


Facendo ancora uso dell'analisi polinomiale, vediamo che occorre: P'(r)=n[(1+r)n-1-rn-1] +0 (µ). É adesso (n,µ)=1 e ricordando p(r)=0 (µ┬) ovvero 1+r=-r2 (µ┬) per ogni n dispari si ottiene 


(-r2)n-1-rn-1=rn-1(rn-1-1) +0 (µ) ovvero: rn-1 +1 (µ). 

Tale relazione, al confronto con


(r-1)(r2+r+1)=0, r3=1 mod.(µ@3) già impossibile per n=1 mod.3 sarebbe al più compatibile con r(n-1 mod.3)= r +1 (µ), cioè n=2 mod.3, e (r-1,3)=1 . Tuttavia, anche in quest'ultimo caso si perviene ad un assurdo considerando che 


r2+r+1= (r-1)2+3r =0 (µ@3) fornisce (r-1,3)+1. Ciò comporta che tutti i fattori µv @ G per (µ,3)+1, così come sopra per (µ,3)=1, risultano interamente contenuti in S: µv @ µ┬ @ S, donde la tesi S=0 (G).


Grande Teorema (e corollario di Fermat). 


«Se nell'anello Z{i} tre interi {x y z} non nulli e tali che (x,y,z)=1 soddisfano eguaglianza Sn=0 per un certo esponente primo naturale n≥3, allora la loro somma risulta identicamente nulla (S=0)
« Di conseguenza, non esiste una terna di interi naturali

{a b c} con abc+0 ed un esponente intero n>2 che soddisfino all'equazione:
An+Bn=Cn. 


» Da S= xn+yn+zn =0 si ordinino le tre grandezze, e sia quindi |z|≥|y|≥|x|. Poiché |xn+yn|1/n=|z|, dalla disuguaglianza triangolare è (fra interi reali o complessi) |x+y|≥|z| e quindi |z(x+y)|≥|zy|≥|zx|≥|xy|. Dal precedente Lemma S=0 (G), quindi

z2-xy=z(x+y+z)-(xy+yz+zx)=zS-G=0 (G), ovvero z2-xy= Ç.(xy+yz+zx) per un certo intero Ç @ Z. Rifasando opportunamente i segni, è allora possibile porre z<0 ; da -zn=xn+yn (e considerate le disuguaglianze precedenti) proviene |z|=-z≥y≥x≥0 . Pertanto occorre: 

Iz= z2-xy ≥ |G|=|z|(x+y)-xy, da cui |z|≥|x+y|, e con quanto sopra allora:
-z=|z|=x+y, ovvero z+x+y=S=0 .


» Il Grande Teorema di Fermat [3] equivale ad asserire che non esistono tre numeri interi {A, B, C} @ Z+ (ABC+0) tali che Am+Bm=Cm {m≥3}. Esso è immediata conseguenza dei precedenti, per tutti gli n>3 . Ricordiamo che {A B C} possono sempre ridursi alla reciproca primitività, dividendo il primo membro dell'equazione per il fattor comune, e possiamo supporre (A,B,C)=1. Pur considerando un numero naturale m non primo, ma che contenga almeno un fattore primo dispari n>3, basta applicare alle nuove basi
{x, y, z}= {Am/n, Bm/n, -Cm/n} delle potenze in

(Am/n)n+(Bm/n)n+(-Cm/n)n =0 quanto segue. 


Caso n>3 primo dispari (ricordiamo che qui Z è un caso particolare di ogni Æ complesso, con due elementi di base, anzi Z @ Æ): usando la precedente dimostrazione, Sn=0=S, sicché z=-(x + y):


0= (x+y)n-xn-yn =xyΣh_1n-1[(nh).xh-1.yn-h-1] . 

A meno del caso escluso xyz = 0 , si ha: 

xn-2+xyΣh_2n-2[(nh).xh-2.yn-h-1]+yn-2 =0, da cui {x@y,y@x} quindi: |x|=|y| e ciclicamente V(x)=V(y)=V(z)=1 {primitività}. 


In ogni caso, poiché x ≥ 0 , y ≥ 0 , in Z(1) non rimane altro che la soluzione banale {x,y,z} @ {1,0,-1} e pertanto xyz=0.


Altri casi: per n={3, 4} le dimostrazioni esistono (vennero solo riferite da Fermat, ma perfezionate in seguito). In base a ciò, siamo in grado di concludere con l'assunto anche per gli altri esponenti. Infatti, se m>3 non contiene alcun fattore dispari è almeno m=4k@Z e fattorizzando: (Am/4)4+(Bm/4)4=(Cm/4)4; si ricade quindi nella dimostrazione per l'esponente eguale a (4).


Se invece m contiene a fattore un qualsiasi altro n (primo dispari) si ricade nella dimostrazione per n=3 o infine nel caso già esaminato n>3. 
Concludendo, l'intervento essenziale del I Teorema di Fermat nel Lemma (G), e nel Lemma (S) della analisi polinomiale -di cui Fermat vantava l'uso nella ricerca della pendenza delle tangenti alle curve algebriche a partire dai rapporti incrementali- mi induce alla convinzione che Pierre Fermat abbia almeno intuita la dimostrazione, da lui definita "veramente mirabile", ma che non poteva "essere contenuta nella ristrettezza del margine"... presagendo forse l'istituzione di nuove parti della Matematica, oggi note come Teoria dei Gruppi e Analisi algebrica!


NOTA. Mentre il Grande Teorema di Fermat può confermarsi globalmente in campi quadratici euclidei Æ (=ampliamenti di Z) per n>2, tuttavia l'equazione s2=0 fra interi risulta ivi risolubile in generale, addirittura per via algebrica.

L'enunciato corrispondente in campi quadratici 


« Se tre interi {x y z} appartenenti ad un anello quadratico euclideo Æ , non nulli e tali che (x,y,z)=1, soddisfano all'eguaglianza Sn=0 per un certo esponente intero naturale n > 2 , allora la somma S di tali interi, a meno di qualche fattore unitario {ux, uy, uz} su ciascuno di essi, tale che {x, y, z} => {xux, yuy, zuz} risulta identicamente nulla: S=0.


« Di conseguenza, non esistono tre interi naturali

{a b c} @ Z(1), tali che a.b.c╪0, che soddisfino 

all'equazione: an+bn=±cn per |n|>2 .


» Con l'introduzione di varianti opportune, la dimostrazione dei Lemmi (G)(S) può ripetersi anche nel caso in cui n=3, onde per ogni fattore primo µ@G=(xy+yz+zx):
µ @ G => µ @ S , e infine |S| ≥ |G| .


» Si può pervenire alla conclusione per mezzo delle stesse disuguaglianze usate Grande Teorema. Così come tutto ciò può rendere conto del modo in cui, con una semplice generalizzazione del caso n=3, Fermat fosse in grado di impostare la dimostrazione del Grande Teorema, d'altra parte spiega le difficoltà incontrate in epoche successive di scoprirne dettagliatamente il metodo, considerando inoltre che per n=4 la dimostrazione si presenta molto diversa, a meno di non ricorrere ai numeri immaginari, come ad esempio in Z(1):


X4+Y4+Z4=0 => (±x)4+(±y)4+(±iz)4=0 .


Le dimostrazioni conseguono dall'estensione del metodo già sviluppato dallo stesso autore,[1] G.Imbalzano.
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