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Séries de Taylor

INTRODUCAO

A norma IEC 61131-3 regulamenta os blocos de funcdo dentro de um diagrama Ladder. Dentre estes blocos estdo
aqueles que realizam operagdes de soma e multiplicagdo de uma variavel. Em linguagens como C++ ou Java, bibliotecas devem
ser referenciadas no codigo do programa para possibilitar calculos de fungdes como SENO(X), COS(X), 1/(1-x), etc.

Por exemplo, em linguagem Java o problema se resolve facilmente:

class MeuCalculo {

public static void main (String args[]) {

double argumento = 60; //graus

System.out.println (Math.sin (argumento)) ;

}
Listagem 1: Codigo em Java.

Em c++:

#include <cmath>

#include <iostream>

using std:: cout;

using std:: endl;

int main( ) {
double argumento;
argumento = 60;
cout << sin (argumento) << endl;
return 0;

}
Listagem 2: Codigo em C++.

Como a linguagem de Blocos de Funcao IEC 61131-3 ndo é uma linguagem estruturada ou mesmo procedural, para

implementar estes calculos precisamos utilizar o recurso de aproximar a funcdo por um polinémio.

No entanto, quando o programador deseja enviar e receber dados nas linguagens citadas, é preciso elaborar o cddigo
ou utilizar alguma API especifica que Ié o dado e entdo realiza o calculo. Com blocos de fungdo toda esta complexidade fica
encapsulada. O usuario apenas tera que informar qual entrada do médulo de E/S deseja ler para em seguida processar o dado.

Uma abordagem interessante é utilizar as Séries de 7aylor para aproximar funcdes mais complexas. Outra, é a
aproximagao por polindmios, ou, regressao polinomial. Inicialmente descreveremos alguns métodos para aproximar fungoes por

polinémios e em seguida vamos descrever como programar um polinémio utilizando a linguagem Ladder.
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Funcées a partir de polinémios e séries

Microcontroladores e microprocessadores nao calculam fungdes como seno, cosseno, tangente, etc.

desenvolvedores de compiladores simplesmente implementam essas fungGes utilizando aproximacgdes por séries.

A Série de Taylor

Uma funcdo f(x) é tal que para cada x real esta associado um ponto y=f(x). Assim:
fix)=g (1)
A série de 7aylor [SIMMONS] é um recurso matematico que nos permite obter uma aproximagao desta funcao.

A série pode ser representada por:

F(x)=f(0)+

f"((;')*er SO, JOx g

2! n!
Vamos calcular um exemplo bem simples para mostrar uma aplicacao de (2).

Se f(x) =sen(x)e n=2

J'(x)=cos(x)

J"(x)=—sen(x)

fix)= sen(x)= sen(0)+cos(0)x—sen(0)*x* /2= x

(3)

O valor n é a ordem da aproximacao da série de Taylor. Ou seja, estamos fazendo n = 2 na equacao (2).

O erro da aproximacdo acima é:

e(x)=sen(x)—x

Os

Queremos que o erro seja igual a zero, ou seja, e(x) = 0. Isto ocorre quando x se aproxima de zero. Isto &, para

valores bem pequenos a igualdade sera verdadeira. Claramente percebemos que quanto maior a ordem da expansdo da série de

Taylor menor sera o erro. Esta aproximacdo é comum na solucdo de problemas de Mecanica, particularmente, em oscilagbes

quando linearizamos uma equagao diferencial aproximando uma funcao senoidal por uma reta.

Onde utilizar?

Obviamente, o leitor se indagara onde podera utilizar estas aproximagoes.
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Séries de Taylor

Funcdes senoidais sdo sempre Uteis, pois estdo presentes em processos naturais oscilatorios. Em circuitos elétricos, a
funcdo cosseno nos da o fator de poténcia. Funcdes exponenciais estdo presentes em calculos que envolvam temperatura.

Logaritmos sdo comuns para varias aplicagles. Filtros podem ser implementados utilizando polinémios.

Ha um outro caso. Quando obtemos dados experimentais que representam uma fungdo. Por exemplo: levantamos um
grafico da temperatura de um tanque versus o tempo e queremos representar estes dados. Para obtermos uma fungdo discreta
de f(x) precisaremos interpolar os dados. Normalmente, as intepolacGes sdo lineares, isto €, os dados sdo ajustados a uma reta

ax+b, mas polinbmios de ordem maior podem ser encontrados.

O que vamos precisar?

Um programa como o Microsoft Excel resolve a maioria de nossos problemas, mas com as descrigdes dos algoritmos,
fornecgo alternativas se o leitor desejar implementar os c6digos por si mesmo/a.

ENCONTRANDO AS APROXIMACOES

Introducao

Parte do problema consiste em encontrar um polindmio que represente uma fungdo. Podemos fazé-lo de diversas

maneiras, mas vou concentrar nossa analise em dois métodos: Série de Taylor e Interpolacao polinomial

A Série de Taylor

Vamos retomar a equacao (2):

— 4)

Fo= foy+ L QFx f1OF O
1 2! n!

Para uma prova do teorema acima, sugiro que o leitor verifique as referéncias [SIMMONS], ou ainda, envie-me um

email e prontamente enviarei a demonstracao.
F(x) é uma funcdo continua em um intervalo finito e possui derivadas em x = 0.
Assim, neste artigo quando nos referirmos as derivadas de uma fungdo f(x) utilizaremos a convengdo:

F'(x) = df(x)/d"x
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Funcées a partir de polinémios e séries

F’(0) é a derivada de ordem n da fungdo f(x) original calculada no ponto x = 0.
n! é representa n fatorial. Por exemplo: 3! E igual a 3*2*1. Ou, 6! = 6*5*4*3*2*1,

O objetivo é fornecer ferramentas para calcular as aproximagGes e nao ensinar calculo diferencial. No entanto,

forneceremos formulas prontas para uso para algumas funges mais comuns.

As férmulas tedricas para o erro sao bastante complexas e pouco praticas. O erro pode ser calculado numericamente

por:
Err O(X) = (foriginal' faproximada/ foriginal) *100 (5)

As derivadas

Abaixo fornecemos uma tabela com as derivadas de algumas fungdes mais comuns:

Tabela 1- Derivadas de ordem 1 até 5

F(x) F'(x) F"(x) F"(x) FY(x) F'(x)
sen(ax) acos(ax) -a’sen(ax) -a’cos(ax) a*sen(ax) a’cos(ax)
cos(ax) -asen(ax) -a’cos(ax) a’sen(ax) a*cos(ax) -a°sen(ax)
exp(ax) aexp(ax) a’exp(ax) a’exp(ax) a‘exp(ax) a’exp(ax)

Vamos agora analisar a fungdo f(x) = In(x). Sua derivada primeira é 1/x, logo ndo existe um valor para ela no ponto x
= 0. Assim, precisaremos expandir a fungdo In(x) em uma série de poténcias genérica. Novamente, deixo ao leitor curioso, a
verificacdo desta relacdo (para isso, veja [SIMMONS] pagina 97).
As séries

Podemos fazer x = 0 na tabela 1 somente nas 3 primeiras linhas e obteremos a seguinte tabela:

Tabela 2- Derivadas para x = 0

F(0)

F(0)

sen(0) = 0 acos(0) = a -a’sen(0) = 0 -a’cos(0) = -a° a*sen(0)=0 -a°cos(0) = a°

cos(0) = 1 -asen(0) = 0 -a’cos(0) = -a? a’sen(0)=0 a*cos(0)= a* -a°sen(0)=0

exp(0) = 1 aexp(0) = a a’exp(0) = a° a’exp(0) = a° a’exp(0) = a* a’exp(0) = a°
Assim:
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Séries de Taylor

Tabela 3- Aproximacoes

F(x) Faproximada
sen(ax) ax-ax/3!+ax/5!
cos(ax) 1-ax’/2! + a’x’/4!
exp(ax) 1+ax+ax/2l +ax’/3! + a’x*/4! + ax°/5!

Para calcular o erro da aproximagao, basta utilizar (5).

Estas expansbes de ordem igual a 5 sdo suficientes para obter excelente precisdo, mas as expansGes podem ser

expressas em forma de série e expandidas conforme a necessidade do leitor/a.

Tabela 4- As Séries

F(X) Faproximada
2n+l
i X
1) *
et 2D
- x2n
cos(x) Z(;(—l)" * )]
I xl’t
exp(x) Z—'
n=0 F1.

Vamos agora, mostrar as planilhas do Microsoft Excel criadas para fazer os calculos. Para f(x) = sen(ax):

Digite o valor de a: 1
Digite o valor de x: i 05236
Série:
an al a3 ad ao af faprox(x) fiu) erron erro
0 05236 0] -00239 0] 00003 05000021 05 213E-06 00004265

senfax) = al{x) + al{x) + aZ{x) + a3d{x) + ad{x) +a5{x) +abx)

Fig 1- Planilha do Excel para Calcular A série de Taylor de sen(ax)

Para f(x) = sen(ax):
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Funcées a partir de polinémios e séries

Graus: Radianos

Digite o valor de a: 1
Digite o valor de x: a0 05236
Série:
ao al a3 ad a5 af faprox(x) flx) Erroi) erroth
1 ol -0137 0] 00031 0| 0866054 0866 -2347T96E-05 00033

cos(ax) = alfx) + al{x) + a2{x) + a3{x) + ad{x) +as(x) +ab(x)

Fig 2- Planilha do Excel para Calcular A série de Taylor de cos(ax)

Digite o valor de a: 1
Digite o valor de x: 1
Serie;
a0 al a3 ad as at faprox(x) fia) erraix) | ero%
1 1 05 01667 0.0417 00083 27T16B66667T 27183 00016 0.0594

explax) = al{x) + alix) + a2{x) + a3fx) + ad{x) +as{x) +ab(x)

Fig 3- Planilha do Excel para Calcular A série de Taylor de exp(ax)

Interpolacao Polinomial Discreta

Mas o que acontece quando nao temos uma fungao f(x) e sim um conjunto de dados experimentais? Nesse caso,
utilizamos a interpolagao polinomial.

A interpolagdo polinomial também é util para fungbes complexas e podemos simplesmente representar esta fungdo com
um polinébmio de ordem suficiente para que o erro seja minimo.

Seja uma funcdo dada por (1), queremos encontrar o polinémio:

PmM=a,+aX+aX> +ueeees a,x" (6)

Onde n é o grau do polinémio Pm.

Vamos definir o produto interno:

(f.0) = fOk)gk) @)

O problema se resume a calcular os coeficientes ao,al,a2,....an.
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Séries de Taylor

Definindo:

yo Pm(xo)
vl Pm(x1)
y2 Pm(x2)
y= e p= C))
yn Pm(xn)

Substituindo (8) em (6):

I .rﬁ apt

) JTJ e

P =i . + . + aa . +.. 4+ am
1 Tn z3 o
Podemos entdo reescrever:
1 xo'
1 xl’
= e u,=| . |parai=1,2,..m 9)

1 xn'

Logo (6) se torna:

Pm = ajup,+aui+.......... amUm.

Os coeficientes ao,al,a2....am sao determinados através do sistema:
(uo,uo)  (ul,uo) (um,uo) \( ao (y,uo0)
(uo,ul)  (ul,ul) (um,ul) | al (y,ul)

B (10)
(uo,um)  (ul,um) (um,um) \ am (y,um
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Funcées a partir de polinémios e séries

Neste caso utilizamos uma base ortonormal :

Felizmente, o Microsoft Excel faz esta interpolacao automaticamente.

Vamos mostrar um exemplo de regressao polinomial de ordem 4 (isto ¢, a funcdo original sera representada por um

polindmio de ordem 4) da fungdo f(x) = 1/(1+x)

1U+x)*2  faproximada erro

0.2 0.694444444  0.65110416| 0.04334025
0.4 05102040582 052456176 0.01435765
0.6 0390625 0.41971856 -0.02309356
0.6 0.308641975 033397776/ -0.02533575

1 0.25 0.2645 -0.0149
1.2 020861157  0.21020336 -0.00359179
1.4 0173611111 016776336 0.00584775
1.6 01475928984 0135612596 0.01231603
1.8 0127551020 011194256 0.01560546 0.7

0.8 -

2101111111 0.0951 0.01601111 { y = 0.0041:* - 0.0623%% +0.3419% - |0.8209x +

2.2 009765625 0.08359056 0.01408569 | OB 0am

24 008BA0519  0.07E07ESE 0.01042623 | \

26 0077160424 007137936 0.00575113 \ — corea]

2.8 0069252078  0.08347536 000077672 | D4 _

3 0.0625 0.0665 0.004 A\ e SIS )

3.2 0.056689342  0.06474575 -0.00805542 U \

3.4 0051652893  0.0BZEE256 -0.01100967 oz

36 0047268979 005935776 -0.01269575 \

3.8 0.043402778)  0.05609616 -0.01269338 01 \%
4 0.04 0.0513 0.0113 0

42 0036982249 0.04554396 -0 00856671

4.4 0034293553 0.03308016 -0.00473661

46 0.031887765) 003228516 -0.0004004

48 0029726516 002572495 0.00400156
5 0027777778 0.0201 D.007YEY?78

52 0026014568, 001628016 0.00973441

5.4 0024414063 0015289760 0.0021243

5.6 0022956541 0.0M1831056 1 0.00464625

58 0D0MB26298) 002668176 -0.00505546
6| 0.020408163 0.0415) -0.02149184

Fig 4- Interpolacdo polinomial de ordem 4 no Microsoft Excel
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Séries de Taylor

POLINOMIOS EM LADDER

Forma geral do polindmio
Um polindbmio pode ser representado na forma:

Pn(x) = a0 + al*x’+ a2*+..ceeueunn. an*x" (11)

Ou simplesmente:

Pn(x) = v.u (12)
Onde:

v = (ao,al,a2,a3.....an) (13)

U= (1,%XC . xM) (14)

(13) é o vetor dos coeficientes e (14) é a base ortonormal que gera o espaco vetorial dos polinbmios de grau n.

O Polinémio Pn(x)

Vamos primeiro analisar o bloco de funcdo ICT. Este bloco gera trés valores inteiros constantes nas saidas OUT1,
OUT2, e OUT3. A entrada EN apenas habilita o bloco, enquanto que a saida ENO indica que o bloco esta ativo. Geralmente

conectamos a entrada EN ao nivel 1 e a saida ENO é conectada a uma bobina virtual.

1T 4
its
—n Enop—
IcT 7104
ITC.04
OUTY T
7102
.02
ouT2 T
7103
TC.03
ouTS T

Fig 5- O Bloco de Fungdo ICT

Vamos expandir o bloco acima de modo que possamos gerar todos os elementos do vetor v.

11/16



Funcées a partir de polinémios e séries

— ()

ICT1 a1
— a2

—(H

IcT2 I

— ()

ICTn an-2
—— an-1

Fig 6- Gerando o vetor de coeficientes através do bloco ICT

Vamos representar a figura 2 como um bloco simples. Vamos utilizar uma saida do bloco ICT para gerar um valor 1

constante da base v . Assim, podemos genericamente representar o esquema da figura 2 como:

— (O

ao
a2
an

Fig 7- O Vetor v

Vamos agora gerar o vetor ¢, que € na verdade uma base. Para isso vamos utilizar o bloco de fungdo MUL. Este bloco
multiplica duas ou mais entradas. Este bloco pode ser conectado a uma entrada analdgica real de um mddulo de entrada e

saida.

MLIL.1
hLIL

—1en  EnOp—
MULA 1A MUL MUL 101
ML 1.1 MUL.21
ANY_MUM - ANY_NUM
- QuT -

MULA 1.2

MUL 2

ARY_NUM Jriz

Fig 8- O Bloco de Funcdo MUL
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Séries de Taylor

As entradas IN1 e IN2 podem ser logicamente ligadas as entradas analdgicas. O que faremos é fazer IN1=IN2 para

obtermos a funcdo quadratica. De modo analogo, obtemos as outras poténcias x°, x*,.....x".

— (O

x4 MuLt |

— (O

x4 MULT | s
X -
— (O
X_
x1  muL1 "
X —X
-

Fig 9- Gerando a base u através do bloco MUL
Ou ainda:

— X
x— POT [x2
entrada I
analogica - kn

Fig 10- O Vetor u

Utilizando novamente blocos multiplicadores podemos multiplicar cada elemento de v por cada elemento de w.

Assim geramos 0s pares:

a0*1+al*x+a2*¢+a3*¢+.......an*x"
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Funcées a partir de polinémios e séries

W ENO —( )—'
¢4 MUt |
ag -
e ENO
—1 — ma [
v r a? EN ( >4|
]
4 at{ MULT |
— %
an
=4 ENg
L x &~ ENG —( >—|
x—  POT [x2
autrada X a2 - mwuLt | a2 Xz
anaidgica i)'(n 2 |
X
EN EnNg —( )—{
"
x" MuL1 | anx”
an —

Fig 11- Gerando os pares an*xn

Vamos encapsular todo o diagrama da figura acima em apenas um bloco ilustrativo:

— 1 Ew ENO —( >4|
—ac1
Gerador
X — e —aTx
(entrada polinémios |42 x°
analogica) L
—an x

Fig 12- Gerador de polinémios

Falta apenas agora somar os pares an*xn. Para isso vamos utilizar o bloco de adigao ADD.

ADUA
DD
—en  Enob—

ADDA A ADD ADDA 04
ADDA ADD.O A
—_ A
ARY_NLIR G ANY_NLIM

ADDA 12
ADD2
ANy _nop————t?
ADDA L3
ADD13
ARy 3

Fig 13- O Bloco ADD
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Séries de Taylor

Este bloco soma as entradas IN1, IN2 e retorna o resultado em OUT. Normalmente, existe limitacdo do numero de

entradas disponiveis.

Assim:
EN END N e |—
Gerador | °r |
erador
X — de —aszi e Pnyx)
{entrata polindmios | g9 x|
analégica) e
—an x

Fig 14- O Gerador de polinémios

Devemos saber claramente que o diagrama acima representa uma abstracdo. Em uma aplicacao real, o usuario devera

dividir os blocos de funcao por varias redes logicas.

Encontrando o valor de uma funcao f(x)

Até o momento, nds elaboramos um programa utilizando blocos de fungdo para calcular o valor de um polinGmio Pn

para um determinado valor de x.

Vamos agora utilizar a equagdo (3) para aproximar o valor de uma fungao f{x)= sen(x) por um uma série de 7aylor de
ordem 2.

Através de (3) verificamos que o valor de u é:

u=(0,1,0)

v = (1,%,%%)

O valor de x é determinado pela entrada analdgica. Normalmente se trata de um valor lido de um instrumento de

campo. Este valor é conectado a um mddulo de entrada analdgica e este valor é passado para a entrada dos blocos de fungdo.
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Funcées a partir de polinémios e séries

NOTAS FINAIS

Caso seja do interesse do leitor/a, por favor envie-me um e-mail solicitando informagdes, pois implementei a maioria
desses algoritmos em C++, Java e Pascal além de outras técnicas e posso, sem problema algum, enviar ao leitor/a curioso/a.
Além disso, quaisquer problemas com o uso do Excel e dicas sobre esse software, podem ser solicitados.

Meu web site é: http://www.tecnologiaeoutros.hpg.ig.com.br
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